. Funkcoia Losowa X = (X¢)ier, gdzie (Q,F, P) — przestrzen

probabilistyczna, (E, B) — przestrzen mierzalna, E — przestrzen
stanéw T # () — dowolny zbiér, X; — zmienna losowa o warto-
$ciach wE.

. PROCES STOCHASTYCZNY Zwykle funkcja losowa o wartosciach

w E = R. Czasem T' = Ry lub Z lub przedzial w Ry lub
Z4 — proces stochastyczny o warto$ciach w E. Czasem T =
R, Z (interpretowane jako czas). Proces X jest: d-wymiarowy,
gdy E = R% dyskretny, gdy T C Zy; ciagly, gdy T C R4.
Oznaczenie: X¢(w) = X (¢, w), Xt = X (t).

3. TRAJEKTORIA ($CIEZKA) Vw € Q funkcja t — X¢(w), T — E.
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. NIEROZROZNIALNOSC Funkcje losowe X =

. PROCES WIENERA

. FakT Jesli X = (X¢)ter jest procesem ciaglym i E jest prze-

strzeniag metryczna, trajektorie sg ciagle, wéwczas X jest ciagly
(prawo/lewostronnie).

(Xt)ter, ¥V =
(Yi)ter sa nierozréznialne, jesli P(Iper X¢ # Y:) = 0.

. NIEZALEZNE PRZYROSTY Proces X = (X¢)ier (o wartosciach w

E) ma niezalezne przyrosty, jesli V0<t0<...<t",tjeTXtoyXt1 —
Xitgse-rs Xt,, — Xt,,_, sa niezalezne, gdzie E = R%, T'= Ry lub
przedzial.

(RUCH BROWNA) [PW] Proces W =
(Wz),geR+ spetniajacy: Wy = 0, ma niezalezne przyrosty, s < t,
Wi — Ws ~ N(0,t — s), ciagle trajektorie

. D-WYMIAROWY PROCES WIENERA Proces W = (W¢)iecr, o war-

tosciach w R%, gdy W = (W@ .. . w@) w@ Wi g
niezaleznymi procesami Wienera.
. FAKT Proces W = (W¢)ier, o wartosciach w R? jest d-

wymiarowym [PW] wtedy i tylko wtedy gdy: Wo = 0, ma nieza-
lezne przyrosty, s < t, Wy — W, ma rozktad normalny ze $rednig
zero i macierzg kowariancji diagonalna z t — s na przekatnej. jest
ciagly

LEMAT Je$li X = (X¢)ter jest ciaglym procesem z wlasno-
Scig Vi, <...<tn (Xtyy- oy Xtp) ~ Wiy, , We,), gdzie W jest
[PW], to X jest [PW].

WNIOSEK Jesli W jest [PW], to V¢, <...<t,, (Wiy,..., Ws, ) ma
rozklad normalny.

PROCES GAUSSOWSKI X = (Xit)ier o wartosciach w R lub R,
gdy Vi, <...<tn, (Wiy,..., Wy, ) jest gaussowski.

UwaGA Rozklad (Wiy,..., Wy, ) jest okreslony przez wartosé
oczekiwana 0 oraz macierz kowariancji, taka ze E(W; W) = sAt.

TWIERDZENIE Ciagly proces X = (X¢)ier, jest [PW] wtw. gdy
jest gaussowski, EX; = 0, Cov(X¢, Xs) =t As.

FAKT Niech W = (Wi)ier [PW], ustalmy 0 < s < t. Roz-
wazmy cigg podzialéw [s,¢] taki ze s = tff < 7 < ...,tp, =
t, maxp(tp,, — tf) —n—oocc 0. Wowczas Z;n:”l(WtZ —
Wir ) —noo t— 5w L2(Q, F, P).

0-ALGEBRA, CYLINDRY Niech X = (Xi)ier, X — przestrzen
funkcji T' — FE zawierajacych wszystkie trajektorie X. Defi-
niujemy o-algebre podzbioréw X generowana przez cylindry:
o(C) = c{x € X :2(t) € B}, t € T, B € B}, gdzie C —
zbiér wszystkich cylindréw.

STWIERDZENIE Jesli X = (X¢)ter — proces (funkcja losowa) w
FE o trajektoriach w X, to istnieje doktadnie jedna miara pro-
babilistyczna px na o(C), taka ze Vpeo(o)P(X. € T') = pux (I)
(gdzie px — rozktad procesu X).

UWAGA(NA ODWROT) Mamy X — przestrzen funkcji T — E,
C'i na o(C) — miare probabilistyczna p. Definiujemy Q = X,
F=0(C), P=p,z€ X Xi(x) = a(t). Wtedy X = (X¢)er
jest funkcja losowa o rozkladzie p.

ROZKLAD SKONCZENIE WYMIAROWY FUNKCJI LOSOWEJ X Mamy
funkcje losowa lub X = (Xi)ter W E. Vp>1Vey . tneT-
Miara probabilistyczna na E X ... X E — pug, .. ¢,(B) =
P((Xt¢y,...,Xt,) € B) « rozklad skoniczenie wymiarowy pro-
cesu X, B € B®™,

STWIERDZENIE Rozklady skoniczenie wymiarowe wyznaczaja
rozklad procesu (funkcji losowej) X w danej przestrzeni tra-
jektorii X.

WARUNKI zGODNOS$CI KOLMOGOROWA Wtlasnoéci rodziny roz-

ktadéw skonczenie wymiarowych danej funkcji losowej X =
(Xt)eer:
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(@) piy ot (By X oo X Bn) = pitg .t (Bry X ... X Br,)
(0) ftr,etn tnir (Br X . Bn X E) = g ..., (B1 X ... X Bn)

TWIERDZENIE KOEMOGOROWA O ISTNIENIU PROCESU Niech T' —
dowolny zbiér # 0. E — przestrzen polska (metryczna, zupelna,
osrodkowa; u nas zwykle R, Rd). Zatézmy, ze Vi >1V¢, .. theT
mamy miare probabilistyczna p, ...+, na BO", takie ze spel-
nione sa warunki zgodnosci. Wéwczas istnieje (Q, F, P) i funkcja
losowa X = (X¢)ter taka ze ma takie rozklady skonczenie wy-
miarowe.

WNIOSEK Istnieje proces (Xi¢)ierr, o rozkladach skoiiczenie
wymiarowych takich jak [PW].

ROWNOWAZNOSC PROCESOW STOCHASTYCZNYCH

(a) nieodréznialnosé

(b) réwnowazno$é w sensie rozkladéw — gdy procesy X =

(Xt)ter 1Y = (Y2)teT maja te same rozklady skoriczenie
wymiarowe

(c) réwnowazo$é w sensie modyfikacji — procesy X, Y w tej
samej przestrzeni (2, F,P) — Y jest modyfikacja X, jesli
thTP(Xt §é Yt) - 0

Mamy implikacje (a) = (c) = (b).

STWIERDZENIE X jest modyfikacja Y 1 X, Y sa
(prawo/lewostronnie) ciagle to X 1 Y sg nieodréznialne.

TWIERDZENIE KOLMOGOROWA O ISTNIENIU MODYFIKACJI CIA-
GLEJ (X¢t)4e[a,b] — Proces (rzeczywisty), taki ze istnieja state K,
g, B> 0. Yy selanBEIXt — Xs|# < K|t — s|1+e. Wowczas (X1):
ma modyfikacje ciagla, co wiecej ta modyfikacja ma trajektorie
spelniajace warunek Holdera z kazdym wyktadnikiem a < %

WNIOSEK To samo twierdzenie zachodzi, gdy T' = R i zalozenie
jest dla |t — s| < r. Wtedy istnieje modyfikacja ciagla, spelnia-
jaca lokalnie warunek Héldera (na przedziatach skonczonych).

WNIOSEK Proces Wienera istnieje.

FILTRACJA Bierzemy T — przedzial ograniczony lub nie w Z4
lub Ry, (92, F, P). Filtracja to rodzina o cial F; C F, taka ze
t1 < t2, to Fyy C Fiy

UZUPELNIENIE FILTRACJI Jesli mamy jaka$ filtracje, to (F¢)ier
— uzupetnienie filtracji tzn. F; zawiera wszystkie zdarzenia z F;
i wszystkie podzbiory zdarzen o prawdopodobienstwo 0 z F. Po
uzupetnieniu F, (F): jest filtracja.

FILTRACJA PRAWOSTRONNIE CIAGLA T' — ciagly, F .+ = ﬂs>t Fs,
(Fy+ )+ — filtracja. Méwimy, ze (F¢)¢ jest prawostronnie ciggla,
gdy Ft = Fy+. (Fi+ )ter jest prawostronnnie ciggla.

MOMENT ZATRZYMANIA Funkcje 7 : @ — T U {oco} nazywamy
momentem zatrzymania wzgledem ustalonej filtracji (F¢)ter,
gdy Vt € T{r < t} € F%.

STWIERDZENIE (Xt)ser 0 wartoéciach w R? prawostronnie cia-
gly i (Ft)ter — filtracja taka ze Vi X jest F; — mierzalne. Wow-
czas Vg pd otwartego, Tp jest momentem zatrzymania wzgle-
dem (Fy )ter-

PROCES ADAPTOWANY (X3)¢ — proces taki ze X; jest F; mie-
rzalny (gdzie (Ft)ier — filtracja).

LEMAT Jesli (F¢)ie jest filtracja prawostronnie ciagla, to 7 jest
momentem zatrzymania wzgledem tej filtracji (F¢)ier wtw. gdy
Vier>ofT <t} € Fi.

STWIERDZENIE Niech (Xt)ier bedzie procesem w R?, ciagtym,
adaptowanym do filtracji (Fy+)ter- Ve cga domknigtego, 7
jest momentem zatrzymania.

WELASNOSCI MOMENTOW ZATRZYMANIA Niech 71, 7o — momenty
zatrzymania wzgledem (Fi)eer, T = Ryt 71+, 71 A2, T1 VT2
sa momentami zatrzymania.

MOMENT ZATRZYMANIA 7 — moment zatrzymania wzgledem
pewnej filtracji.Fr: A € Fr={A € FiVier AN{r <t} € Ft}.

WrAsNoOSCI
e F, — o-cialo
o T=t= Fr =Ft.

e T — co najwyzej przeliczalna liczba wartosci, to A € Fr
S AcFi Viczb. wartosci A N {T = t} €F

o 71 < T2 = Fry < Fry.
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PROCES PROGRESYWNIE MIERZALNY WZGLEDEM FILTRACJI
(ft)tET X = (Xt)tET W Rd (T — ciqgly), jeéh thTVBEB([Rd)
{(s,w) : s < t, Xs(w € B} € B([0,t]) ® Ft. Progresywna mie-
rzalno$¢ X = X jest adaptowany.

STWIERDZENIE Jesli X jest procesem progresywnie mierzalnym
i 7 momentem zatrzymania, to X, jest Fr jest mierzalny na
zbiorze wr = {7 < 0o} € Fr.

MARTYNGAL (NAD-, POD-) T' C R, (Ft)ter, (X1,Ft) jest mar-
tyngalem (nad-, pod-), jesli (X¢): jest adaptowany do filtracji
vt e T, IE|Xt| < 00, ngt,s,teT]E(th]:s) = Xs p.n. (<7 2) X
jest podmartyngatem < —X jest nadmartyngatem.

WNIOSEK PW (W, F}*)¢ jest martyngalem.

STWIERDZENIE (X¢, Fz)teT, gdzie T — przedzial skoniczony (lub
nie) w Z4 lub R4, X — martyngal; f : R — R — wypukla,
VieTE|f(X¢t)| < oo. Wéwcezas (f(Xt), Ft)iter jest podmartyn-
galem.

TWIERDZENIE DOOBA (PRZYPADEK DYSKRETNY) Optional sam-
pling theorem Jesli mamy (X¢, F¢): nadmartyngal (martyngat),
T1, T2 — momenty zatrzymania wzglem tej filtracji, takie ze
71 < T2 1 71, T2 przyjmuja tylko skonczona liczbe wartosci na-
lezacych do T. Wtedy: E(X,|Fr, ) < X7, p.n. (= dla martyn-
galu).

MARTYNGAL (NAD-) PRAWOSTRONNIE DOMKNIETY

(i) Martyngatl (nad-) (X¢, Ft)eer, jesli T = [0, a], gdzie a <
oo (tzn. Ry lub Z4). Martyngal ma wtedy postaé X; =
E(Xq|Ft)ier (nad- >, pod- ).

(i) Martyngal (nad-) (X, Ft)¢g0,q), jei istnieje VicaFt C
Fa C Fi. Xa jest Fo — mierzalne, £|Xq| < oo, takie ze
(Xt, Ft)t<a martyngat (nad-).

UOGOLNIONE ~ TWIERDZENIE DOOBA  (CZAS  DYSKRETNY)
(Xn,Fn)nez, — martyngal (nad-) prawostronnie domknigty
(W sensie (ii)) = Vry 70— m2z.T1 < T2 = E(Xq—z |Fry) = Xy

NIEROWNOSCI MAKSYMALNE

(i) T — przedzial w Ry lub Z, (X, Ft)ter — nad- albo pod-
martyngal, nieujeme. Wtedy VosoP(supier Xt > ) <
é sup; EXy.

(i)

(X, Ft)ter — martyngal prawostronnie ciagly (gdy czas
. E|X

ciagly) VasoP(sup, | X| > a) < 22e2Xel,

NIEROWNOSC DOOBA DLA MARTYNGALOW W LP T =7 lub R4
(przedzial tez moze by¢), (X¢, F¢): to martyngal, prawostronnie

ciagly (w przypadku czasu ciaglego), p > 1, X € LP, V. Wow-

1
czas: || sup, || X¢||lp < 525 sup, | X¢llp, gdzie [| X||p = (E|X|P)7.

TWIERDZENIE O ZBIEZNOSCI NADMARTYNGALOW P.N. T = Z4
lub Ry, (X¢,Ft)r — nadmartyngal, taki ze sup; EX, < oo
(a= = (—a) vV 0), prawostronnie ciagly (gdy czas ciagly). Wéw-
czas lim;— oo X¢ istnieje p.n. i jest zmienng losowa catkowalng
(o skonczonej E).

WNIOSEK Jesli (Xt,ft)teRJr jest nadmartyngalem prawostron-
nie ciaglym, to z prawdopodobienstwem 1 trajetkorie maja
skonczone granice lewostronne.

WNIOSEK (X¢, Ft)ier, — martyngal prawostronnie ciagty i p >
1, ze sup;eg, tzn. X¢ = E(Xoo|Ft) przy czym E|Xoo|P < oo i
Xt —t—00o Xoo pn.iw LP.

MARTYNGALY Z CZASEM DYSRETNYM , ODWROCONYM” T =
{....,—2,-1,0}... C F—o C F—1 C Fo, ni1, n2, n1 > na.
Wéwezas E(Xn, |Fny) < Xpn, dla nadmartyngalu (= dla mar-
tyngatu).

TWIERDZENIE (X¢, Fpn)n=0,—1,—2,... — martyngal (nadmartyn-
gal), przy czym lim, o EX,, < co (zawsze spelnione dla mar-
tyngatu). Wéwczas (X,,) jest zbiezny, gdy n — oo p.n. i w L1,
Dla martyngatu: lim, X, = E(Xo| ()", Fn)-

TWIERDZENIE DOOBA (CZAS CIAGLY) Optional sampling Niech
(Xt7~7:t)teR+ — nadmartyngal (martyngal) prawostronnie cig-
gly:
(1) V‘r‘1,‘l'2 —m.z. ograniczonych, 71 < T2 mamy E(ng‘ffl) <
X7, p.n. (= dla martyngatéw).

(i) Jesli (X, Ft)¢ jest prawostronnie domknigty, to ta wila-
snoé¢ zachodzi V7, 75 m.z. 71 < T2. Dla martyngatlu mamy
XT = E(Xoo‘f'r) VT m.z.
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PRZYPOMNIENIE £ — zmienna losowa o rozkladzie p i dystrybu-
ancie F', f — funkcja rzeczywista, Ef(£) = fR f(z)pdz (czesto

oznaczana jako ff(:r:)dF(x))
STWIERDZENIE Ustalmy przedzial [a,b] (skonczony), wezmy
funkcje h prawostronnie ciagta, niemalejaca. Istnieje dokladnie
jedna miara skoficzona wup na B((a,b]), ze Yic(a,p) 1n((0,t]) =
h(t) — h(a).
CALKA LEBESGUE’A-STIELTJESA Calka fab f(uw)pp(du), ozna-
czana fab fw)dh(u) = f fdh. Dla h(t) =t — catka Lebesgue’a.
WLASNOSCI CALKI STIELTJESA
. b
(i) [ 1Ludh = h(v) = h(u) = ["1dh (tzn. f(w] 1dh,
a<u<v<b

(i) f+ [ fdh - liniowa

(iii) [ fd(h1+h2) = [ fdh1 + [ fdho
UOGOLNIONA DEFINICJA hi, hg — prawostronnie ciggle, niema-

. t
lejace fo fd(hi — hg) =F- [ fdhy — [ fdho.

WAHANIE FUNKCJI Na przedziale (a,b]:
—1

SUPg=tg<t)<...<tn=b Z;n:() |h(tk+1) — h(tgy)| =™ ‘h‘(a,b]'

Oznaczenia: |h|(q,sy = [h|(t) Vig,p) — funkcje prawostronnie

cigglte na [a,b] o wahaniu skonczonym. np. h spelniajace
warunek Lipschitza (w szczegélnosci kazda funkcja klasy C1),
h = h1 — h2, h1, ha — monotoniczne, prawostronnie ciagte.

WEASNOSCT WAHANIA k(g 5ju(b,q) = |Pl(a,p] + Bl,qs 1RI() -
niemalejaca, |h|(-) — prawostronnie ciagla (ciagla, jesli h ciagte)
TWIERDZENIE h € V], 3] = 3h1, h2 — funkcje niemalejace, prawo-
stronnie ciggle lub ciagte, jesli h ciagle takie ze hi(a) = ha(a) =
0, h(t) = h(a)+h1(t)—ha(t) hy = PR gy IWIZhthia)
WNIOSEK f ograniczona, lewostronnie (lub prawostronnie) cia-
glaa = ton < tin < ... <tm,n = b, sSrednica— 0, h € V[g y]-
Wéwcezas suma Riemanna Stieltjesa Z;nznl F@r,)(h(ten) —

b .
h(tk—l,n)) —n—oo fa fdh, gdzie

gdy f prawostronnie ciggla
gdy f lewostronnie ciagla
gdy f ciagta

tk—1,n
tk:,n
€ [tk—1,nstk,n]

tk,n =

WNIOSEK h € Vg, f — mierzalna, ograniczona, g — h-
catkowalna (catkowalna wzgledem h). Wéwczas fa gdh € Via

i [7pd([ gdh) = [ fgdn.

TWIERDZENIE Istnieje A € Bla, b] taki ze pup, (A) = pp, (Ja,b]) =
h1(D), pny(A) =0 (roztaczne nosniki).

BIALY SZUM (&) Z—f = b(x(t))+&¢, gdzie & —i.i.d., symetryczne,
o nieskonczonej wariancji i Gaussa. Szum zalezny jest od stanu.

NAJPROSTSZE ROWNANIE STOCHASTYCZNE Jego rozwiazanie jest
procesem. da = b(x(t))dt + Wdt < x(t) = zo + f; b(z(s))dy +
W;. Formalnie: dz(t) = b(x(t))dt + o(z(t))dWs.

CEL Chcemy zdefiniowaé f(f rsdMs, gdzie M — pewien ciagly
martyngal, z — odpowiedni proces stochastyczny.

FAKT Jedli M — ciagly martyngal (# stala), to trajektorie maja
wahanie nieskoriczone na kazdym odcinku [0, t).

OzZNACZENIA (2, F, P) — zupelna przestrzen probabilistyczna
(dorzucamy wszystkie podzbiory o prawdopodobienstwie zero,
sg mierzalne) (]—'t)tERJr — filtracja spelniajaca zwykle warunki
M?3¢ — klasa wszystkich ciggtych martyngaléw M, takich ze
]EMt2 < 00, V>0 V¢ — ciagle, adaptowane procesy z trajekto-
rami o wahaniu skoficzonym w [0, t] M?:€ i V¢ s przestrzeniami
liniowymi. Umawiamy sie, ze V € V¢ jest rosnacy, jesli trajet-
kroie sg niemalejace.

TWIERDZENIE (DOOBA-MEYERA) Je$li M € M3°, to istnieje
dokladnie jeden (w sensie nieodréznialnosci) proces < M >=<
M, M >¢c V¢ rosnacy, < M >o= 0, taki ze M?2— < M > jest
martyngatem.

PROCES DOOBA-MEYERA < M > — zwany tez procesem nawiasu
skosnego lub procesem kwadratowej wariacji.

OzNACZENIE X — dowolny proces, 7 — moment zatrzymania
wzgledem ustalonej filtracji, X7 — proces X zatrzymany w chwili
7, tzn. X7 = Xiar, np. < W7 >=t AT,

2
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FAKT M € M2¢ = MT € M2¢, V € V¢ = V™ € Ve,

STWIERDZENIE Jesli M € M?¢, 7 — moment zatrzymania, to
<MT >=< M >T7.

DeFNICIA M,N € M?¢ < M,N >= 3{(< M+ N > - <
M — N >)

STWIERDZENIE M, N € M?¢, < M, N > ma wlasnosci:
(a) < M,N>eVe, < M,N>y=0
(b)

jest jedynym procesem spelniajacym (z), takim ze MN— <
M, N > jest martyngalem

jest symetryczny tzn. < M, N =< N, M >

jest dwuliniowy, tzn. dla a,b € R< aMy + bMa, N >=a <
M1, N > +b < Ms,N >

< M™,N >=< M,N™ >=< M",N7
gdzie 7 — moment zatrzymania.

>=< M,N >7,

TWIERDZENIE (NIEROWNOSC KUNITY-WATANABE) M, N €
M32¢ X, Y - procesy mierzalne. Wtedy: fooo [ X:Yi|d| <

M,N > | < \/foOO X2d< M >t\/f0°° Y2d < N >; p.n. Stad:

fooo X2d < M >< oo, fooo Y2d < N >< oo = proces XY jest
catkowalny wzledem d < M, N >.

OzNACZENIA 0 < T < oo, M%C — ciagle martyngaly na [0,7)
takie ze sup;.p = IEMt2 < oco. Wiemy, ze jesli M € M?’C
istnieje M7, Fr—mierzalna, taka ze M € L?(Q,F,P) i My =
E(MTl:Ft)7 t<T.

2
TWIERDZENIE M7

skalarnym (M,N)T , =
M

M o = ||M||T.
1M1l gz = 1Ml

jest przestrzenia Hilberta z iloczynem

(M,N)r = EMpNr. Norma to

PROCES ELEMENTARNY X = ol Loy +E;L;ll &l i(tj,tjﬂ]-
gdzie 0 < t1 < ... < tmm < 00, &0, &1,. ..

, &m—1 — zmienne
losowe, ogramczone & — Fo mierzalne, §; — Fy; — mierzalne,
j=1,.

— 1. € — klasa wszystkich proceséw elementarnych
(hmowa)

Jr(X)¢ Ustalmy M € M?°iT < oo, X € € postaci jw., t < T
t _
Ir(X)e = [y XedMs =377 €5(Muy ve — Mejve)-
STWIERDZENIE Ww. definicja nie zalezy od przedstaw1en1a
X, Jr jest liniowe wzgledem X € ¢, Jp(z) € M3 2¢ oraz
T T

||JTEm)H2T = E(/, X:dMS)2 = E [ X2d < M >, a takze
E(f, XodMs)? =E [ X2d < M >, Vt <T.

Uwacl WeZzmy przestrzen proceséw mierzalnych X, takich ze
EfOT X2d < M >s< oo — przestrzenr Hilberta L2([0,T] x

Q,B([0,T)) ® F,paa), gdzie pag(T) = E [/ 1 Lr (s,w)d <
M >, (w). Mamy, ze Jp : ¢ — ./\/l2 ;¢ jest izometria liniowa, jesli
€ rozpatrzymy jako podprzestrzen tej L2. Jp rozszerza s1<§ jed-
noznacznie do liniowej izometrii z domknigciem € w M . Takie
domkniecie ma postaé¢ £2.(M) := L2([0, T]xQ, Pr, MM) ={X:
X — Pr-mierzalny EIOTstd < M >s< oo}, gdzie Pr C

B([0,T) ® F) jest generowane przez {0} x A, A € Fp i (s t] X A,
A € Fs. Oznaczenie: u nas zwykle M = W, L2.(M) =

PROCES PROGRNOZWALNY Proces Pr-mierzalny, gdzie PT to o-
ciato zbioréw prognozowalnych.

UWAGI prognozowalny = progresywnie mierzalny, lewostronnie
ciagly, adaptowany = prognozowalny, f : [0,7] — R mierzalna
= prognozowalna

CALKA STOCHASTYCZNA (IZOMETRYCZNA) ITO Rozszerzenie
Jp(M) na L2.(M), oznaczane Jp(X); = fot XdM.

WAZNE M € M>¢: [ X, dMy, t <T
L2.(M): X — prognozowalny EfOT X2d < M >5< oo.

UWAGI

< oo

(a) Z konstrukcji wynika, ze X € L2(M), t < T = 1 Ly
XeLy(M)i [[1 Ljgq XdM = [ XdM

(b) X € Cf(M) Vi<T tO fO XdM — martyngal catkowalny z
kwadratem na [0, T] (w szczegblnoéci € M?:¢, gdy T = o).
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TWIERDZENIE (KUNITY WATANABE, CHARAKTERYZACJA CALKI
STOCHASTYCZNEJ) M € M?*° X ¢ EQT(M) Calka stocha-

styczna fXdM jest jedynym elementem /VI , ze vNeM2’c
T

(f XdM,N)p = (E(fo XdM)Nyp) = IEfO Xid < M, N >;.

WNIOSEK Je$li mamy M1, M2 € M?° (dwa martyngaly cal-
kowalne z kwadratem), X € L2(M1'), X € £Z(M?). Wéw-
czas fXd(Ml + M?) = fXdMl + fXdMQ. To samo, gdy
X eL2MHYNLI(M?) vt < T.

STWIERDZENIE M, N € M2¢, X € L2(M), Vi<oo (ogélniej
VicT<oo). Wowezas < [ XdM,N >= [ Xd < M,N >.
WniosEK < [ XdM, [ YdN >= [ XYd < M,N >. W szcze-
gélnosci < [ XdM >= [ X2d < M >. Waime: < [ XdW >;=
fot X2ds.

WNIOSEK M € M2, X € L2(M), YVrcoo (lub Vicrgoo, ¥ —
prognozowalny, ograniczony). Wéwczas

Jyd([ xdnm)

(b) 7 — moment zatrzymania, fl Lio,r) XdM = fXdMT =

( f XdM)™ — twierdzenie o zatrzymywaniu caltki stocha-
stycznej

(a) [XYdM = [ Xd([YdM)=

TWIERDZENIE (O WARIACJI KWADRATOWEJ MARTYNGALU) M €

M?2¢ (lub M € Mf’c vVt < T < infty). Ustalmy dowolne

t < oo. Rozpatrzmy ciag podzialéw 0 = ton < t1,n < ... <

tm,,,n =t o $rednicy zbiegajacej do 0. Zdefiniujmy V;, (M, t) =
n—1 .

Z;'H:O (MthYn - Mtj,n)2~ Woéwcezas Vi (M,t) —n—oe<

M >, w LY(Q).

WNIOSEK M, N € M2, 0 = to, < ... < tmmn = t

(jak poprzednio). Wéwczas E(Mtth = Mi;n)(Ntjiq,m

th,n) — w1 < M,N >t

A2.(M) Procesy prognozowalne X, takie ze Vicr fot X2d <
M >3< oo p.n. gdzie T < oo, M € M?:¢ (wystarczy M € M?’C
Vicr).

L2(M) C AZ.(M), A2,(M) - liniowa, M = W = AZ(W) = A2,
LEMAT X € AZ(M) = 37, ma. r, o7 takize 1 Lo, X €
L2.(M),n=1,2,...

UOCGOLNIENIE CALKI STOCHASTYCZNEJ X € A2, (M). Istnieje do-
kladnie jeden proces L, taki ze V(,, ), jak w Lemacie zachodzi:

L™ ¢ M;’c i L™ = fl Lo,r,] XdM. L nazywamy calka
stochastyczna (Ito) i oznaczamy L; = f; XdM.

WLASNOSCI CALKI STOCHASTYCZNE]

(a) fXdM — ciagly, adaptowany, 0 w 0

(b) X € A}(M) — [ XdM - liniowe

(¢) M — fXdM — liniowe

(d) (f XdM)™ = [1 Lo XdM = [ XdM™

(©) Frn s 7o ([ XAMY™ [ A2

,C
MARTYNGAL LOKALNY, MT loc

(a) Proces N o wtasnosci (e) tzn. 3, -~ N™m € M;’c nazy-
wamy ciagglym martyngalem lokalnym (lokalnie calkowalny
z kwadratem). Klase takich proceséw oznaczamy M2

(M?€ gdy T = o).

T, loc

loc
(b) Oznaczenie M€ — ciagle martyngaly. Mloc — procesy M,
takie ze 3., ~oo (lub ograniczony 7, ,/ T < o0), ze
M™ € Me¢. Takie procesy (ciagle nazywamy martynga-
tami lokalnymi.

(¢) Tn — ciag lokalizujacy w M;’C (lub M?©).
UWwAGI
(a) M e M, My€ L*(Q) = M e M})C.

(b) martyngaly lokalne nie musza by¢ martyngatami (np. X; =
4
el Lo )
(c) M¢ , M>©

loc’ loc
trzymywanie.

— klasy liniowe, zamkniete ze wzgledu na za-
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LEMAT M € M¢

loc

NV = M = Mp.

TWIERDZENIE

(a) M € Mp¢

loc
snacy, 0 w 0, ze M2—
() <MT™ >=< M >"
(¢) Viso VO =ton < ...< tm,n =1 Srednica — 0. Wow-
czas Vi (M,t) -p< M >; (czyli < M > — wariacja kwa-
dratowa).

= istnieje taki jeden proces < M >€ V¢, ro-
<M >e M§

loc

<M\N> M, N € M}, definiujemy < M,N >= (< M +
N > — < M — N >) - jedyny proces € V¢, 0 w 0, taki ze

MN-— < M,N > M7, dwuliniowy. Tez mamy:
o < [XdM, [YdN >= [XYd < M,N > dla M, N €
M?e X € A2(M), Y € A%(N)
e M, N € MY = S (M, \m

loc

th,n) —p< M,N >.

= Mi;m )(Ntﬁrl’

M e M>©

loc’

A2(M) (LUB OGOLNIE AZ(M))
tycznie jak dla M€,

definiujemy iden-

UwAGA Jedli X — prognozowalny, ktérego trajektorie sg funk-
cjami ograniczonymi na kazdym [0,¢], t < T, to X € A%(M)

VMEM?ZC (skrét ptol).

TWIERDZENIE (WZOR NA CALKOWANIE PRZEZ CZESCI DLA MAR-
TYNGALO LOKALNYCH) M, N € MIQOE = MiNy = MoNo +
[ MdN + [NdM+ < M,N >; np. M = W, W? =
2 [ WedW, +1.

(C1aGrY) SEMIMARTYNGAL Proces Z postaci Zy = Zo + M +
Ay, gdzie M € M A€ Ve, Mg = Ap = 0. 8¢ — klasa
semimartyngaltéw.

UwaAcI rozklad Z = Zop + M + A jest jednoznaczny, S¢ jest
liniowa, zamknieta na zatrzymywanie, 7, / oo, Z™ € S§° V,,
= Zes”

PROCES ITO — WAZNY PRZYKLAD Z¢ =

loc’

t t
Zo+f0 de+f0 Yds,
gdzie X € A2, Y — progresywnie mierzalny, catkowalny.

CALKA WZGLEDEM SEMIMARTYNGALU fXdZ = fXdM +
fXdA € 8¢ = (calka stochastyczna € /\/l %) + (calka Stiel-
tjesa € V¢) gdzie Z € §¢, Z = Zo + M + A X ptol. Liniowe
Sq:X>—>fXdZ,Z!—>fXdZ

TWIERDZENIE O CALKOWANIU PRZEZ CZESI DLA SEMIMARTYN-
caLow Z2'7" = zyzi + [ 2'dz" + [ z7"dzZ'+ < M,M" >
(ten iloczyn tez jest semimartyngalem), gdzie Z', Z"” € 8¢,
Z/ :Z(,)+M/+A/, Z// :Z6/+M//+AH.

WzOR T10 f(Z0) = f(Zo) + [ F/(Zs)dZs + § [ f/(Zs)d <
M >s, gdzie Z+Zo+ M+ A€ S¢ f: R — R klasy C2. W
szczegblnosci f(Z) € S¢.

LEMAT (TW O ZMAJORYZOWANYM PRZEJSCIU DO GRANICY POD
CAEKA STOCHASTYCZNA) Z € 8¢, X(") — procesy prognozo-

walne, takie ze: Xt(n)gw) —n—soo Xt(c.;)) i \Xt(n) (w)| € Yi(w),
Y - ptol. Wowezas: | xM™dz, —p [) XodZs.
UOGOLNIENIA (DO WZORU ITO)

i) Przypadek wielowymiarowy: Niech Z(1) ... z(d) ¢ §e¢

=(zW,. .., zD), 70) = Z(])+M(J)+A(J) f:RE -
]R klasy 02 Wowczas 1(2) 6 S¢oraz f(Z¢) = f(Zo) +

d rd of G 4 o f
Zj:l 0 aTj( s)dZs §Zj,k:1 f() oz ; 0z}, (Zs)d <
MG ME) >,
(ii) Mozna zakladaé, ze f jest klasy C? o wartosciach w C.
TWIERDZENIE LEVY'EGO Niech M € Mfoz,
t. Wéwczas M jest PW.

STWIERDZENIE Mamy procesy X, A — adaptowane, ciagte, 0 w
0 tzn. Xg = Ag = 0. A jest rosnacy (niemalejacy), A € R.

AX—22 A, X € M2C i <

loc

Mo =0, < M >=

Definiujemy Ut(>‘) = exp N.w.s.r.:

X >= A7 U(A) S Mloc V)\G]R

WNIOSEK Jesli X

eXp)\Xt 12

PW.

— proces ciagly, adaptowany, 0 w 0, taki ze
jest martyngalem lokalnym Vycr. Wéwczas X jest
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1
LEMAT Niech M € MZS, My = 0, Zy = expMe=3<M>e,

(Zt)t<r jest martyngatem < IEZT =1.

TWIERDZENIE GIRSANOWA Niech Y € /\%

t
YedWs— Y2ds
expfo ° f . Zatézmy, ze EZp = 1. Wéwczas proces
Vi i= Wy — fo Ysds, t € [0,T] Jest PW w przestrzeni probabi-

listycznej (2, F, Qr), gdzie Q1 (A fA ZpdP. Qr jest miara
probabilistyczng z zaltozenia.

,T<OO,Zt:

STWIERDZENIE Y € A2, Z; jw., EZy = 1 V4>0. V>0 mamy Qr
— miara probabilistyczna na .7-'7‘5/ . Wéweczas istnieje doktadnie
jedna miara probabilistyczna Q na FY | ze VrsoVaer, Q(A) =
Qr(A) i co wiecej V zdefiniowane j.w. jest PW na (Q, FY, Q).
UWAGA @ na ogdét nie ma gestosci wzgledem P na .7-'0‘1/ (nie jest
absolutnie ciggte).

. . _aZ
WNIOSEK (ROWNOSG WALDA) Eexp™V™= 77 = 1 & Q(r <
oo) = 1.

TWIERDZENIE (KRYTERIUM NOWIKOvA) Y € AZ. Jedli
1 [T T2
i YsdWs— YZ2d
Eexp? fO ® < oo, to IEexpf fO =9 = 1. Jest
to najmnocniejszy znany warunek dostateczny, stala % jest

optymalna. ROWNANIA STOCHASTYCZNE (RS)

WSTEP Prosty przypadek jednowymiarowy: (Q,F,P), (Ft) b
(wsp6tczynnik dryfu), o (wspétezynnik dyfuzji) — funkcje R —
R. Rozwazamy RS o wspoétezynnikach o, b: dX: = b(X)dt +
o(X¢)dWy, Xo = £ — Fo-mierzalne. To rozumiemy jako: X; =
&+ fot b(X)sds + f (Xs)dWy (proces dyfuzji). Moze by¢ tak
2etER+,tE[O T].

ZALOZENIE b, o spelniaja warunek Lipschitza ze stala K tzn,
1b(x) — b(y)| < K|z —yl, lo() — o(y)] < K|o—y|. Stad wynika,
ze |o(@)], [b(z)] < KV1+ 22 (S K(1+z]).

TWIERDZENIE O ISTNIENIU I JEDNOZNACZNOSCI Jegli rozwigzanie
istnieje, to tylko jedno (z dokladnoscia do nieodréznialnosci).
Istnienie rozwigzan.

UwAGI Mozna badaé réwnanie ogdlniejsze,
dX: = b(t, Xt)dt + O'(t, Xt)th.

Jedli b, o sa mierzalne i przy ustalonym t spelniaja warunek
Lipschitza ze stala niezalezna od t, to tez istnieje rozwiazanie i
jest jednoznaczne.

niejednorodne:

PRZYPADEK WIELOWYMIAROWY To twierdzenie mozna uogdl-
ni¢ na przypadek wielowymiarowy: W; = (Wt(l),...,Wt(d))
— proces Wienera. X¢ — proces o warto$ciach macierzowych
nxdX e Mz, taklzef ’12ds<ooantXW€
2 i _ [t , _

A2 M= [P XeaWs = 3T [ XPawE < My >= (<
M} M) >)igijgn < My >= fo XsXTds M; — proces w R™
< My >e MD

TWIERDZENIE b : R® — R", 0 : R™ — M7. § — zmienna losowa
w R™ spelniaja warunek Lipschitza ze stala K. Powiemy, ze
réwnanie dX¢ = b(X¢)dt 4+ o(X¢)dW; ma jednoznaczne rozwia-
zanie, takie Ze Vy<oo supor E(X2) < oo (tez prawdziwe dla
proceséw niejednorodnych).

TWIERDZENIE NOwIKOwWA T < oo, Y - prognozowalny,

T , T

]Eexp(%fo des) <  oo. Wbwczas Eexp(fo YsdWs —

T
3, Yids) =1

TWIERDZENIE M € M€, Mg = 0, < M >, — &ciéle rosnacy

loc’

< M >oo= o0. Jedli EeMt~ 3<Me> jest martyngatem.
ZWIAZKI Z ROWNANIAMI CZASTKOWYMI dX; = b(Xy)dt +
o(Xy)dwy X(0) = =z € R*, W - Wienera b :
R™  — R™ oy = |ogli;] € 9 MP Xi(t) =
zi + [y bil »“+Z“L%meﬂfww
F(X(0) + fo F(X(s)o(X(s))dWs + fo Lf(Xs)ds gdzie
Lf = f’b + 1f" ? Ogolnie:  f(X(t) = f(X) +

ft
1]10

a
Z:n 1 b; 2 le +5 ZZ %5 B a’;’ , aij] = oo*, L — operator elip-
tyczny.

(:p 5))0i;(Xs)dWj s)+f Lf(Xs)ds gdzie Lf =




