
1. Funkcja losowa X = (Xt)t∈T , gdzie (Ω,F , P ) – przestrzeń
probabilistyczna, (E,B) – przestrzeń mierzalna, E – przestrzeń
stanów T 6= ∅ – dowolny zbiór, Xt – zmienna losowa o warto-
ściach wE.

2. Proces stochastyczny Zwykle funkcja losowa o wartościach
w E = R. Czasem T = R+ lub Z+ lub przedział w R+ lub
Z+ – proces stochastyczny o wartościach w E. Czasem T =
R, Z (interpretowane jako czas). Proces X jest: d-wymiarowy,
gdy E = Rd; dyskretny, gdy T ⊂ Z+; ciągły, gdy T ⊂ R+.
Oznaczenie: Xt(ω) = X(t, ω), Xt = X(t).

3. Trajektoria (ścieżka) ∀ω ∈ Ω funkcja t 7→ Xt(ω), T → E.

4. Fakt Jeśli X = (Xt)t∈T jest procesem ciągłym i E jest prze-
strzenią metryczną, trajektorie są ciągłe, wówczas X jest ciągły
(prawo/lewostronnie).

5. Nierozróżnialność Funkcje losowe X = (Xt)t∈T , Y =
(Yt)t∈T są nierozróżnialne, jeśli P(∃t∈TXt 6= Yt) = 0.

6. Niezależne przyrosty Proces X = (Xt)t∈T (o wartościach w
E) ma niezależne przyrosty, jeśli ∀0¬t0<...<tn,tj∈TXt0 , Xt1 −
Xt0 , . . . , Xtn −Xtn−1 są niezależne, gdzie E = Rd, T = R+ lub
przedział.

7. Proces Wienera (ruch Browna) [PW] Proces W =
(Wt)t∈R+ spełniający: W0 = 0, ma niezależne przyrosty, s < t,
Wt −Ws ∼ N(0, t− s), ciągłe trajektorie

8. d-wymiarowy proces Wienera Proces W = (Wt)t∈R+ o war-

tościach w Rd, gdy W = (W (1) . . . ,W (d)), W (1), . . . ,W (d) są
niezależnymi procesami Wienera.

9. Fakt Proces W = (Wt)t∈R+ o wartościach w Rd jest d-
wymiarowym [PW] wtedy i tylko wtedy gdy: W0 = 0, ma nieza-
leżne przyrosty, s < t, Wt−Ws ma rozkład normalny ze średnią
zero i macierzą kowariancji diagonalną z t−s na przekątnej. jest
ciągły

10. Lemat Jeśli X = (Xt)t∈T jest ciągłym procesem z własno-
ścią ∀t1<...<tn (Xt1 , . . . , Xtn ) ∼ (Wt1 , . . . ,Wtn ), gdzie W jest
[PW], to X jest [PW].

11. Wniosek Jeśli W jest [PW], to ∀t1<...<tn (Wt1 , . . . ,Wtn ) ma
rozkład normalny.

12. Proces gaussowski X = (Xt)t∈T o wartościach w R lub Rd,
gdy ∀t1<...<tn (Wt1 , . . . ,Wtn ) jest gaussowski.

13. Uwaga Rozkład (Wt1 , . . . ,Wtn ) jest określony przez wartość
oczekiwaną 0 oraz macierz kowariancji, taką że E(WtWs) = s∧t.

14. Twierdzenie Ciągły proces X = (Xt)t∈R+ jest [PW] wtw. gdy
jest gaussowski, EXt = 0, Cov(Xt, Xs) = t ∧ s.

15. Fakt Niech W = (Wt)t∈R [PW], ustalmy 0 ¬ s < t. Roz-
ważmy ciąg podziałów [s, t] taki że s = tn0 < tn1 < . . . , tnmn =
t, maxk(tnk+1 − tnk ) −→n→∞ 0. Wówczas

∑mn
k=1(Wtn

k
−

Wtn
k−1)

−→n→∞ t− s w L2(Ω,F , P ).

16. σ-algebra, cylindry Niech X = (Xt)t∈T , X – przestrzeń
funkcji T → E zawierających wszystkie trajektorie X. Defi-
niujemy σ-algebrę podzbiorów X generowaną przez cylindry:
σ(C) = σ({x ∈ X : x(t) ∈ B}, t ∈ T, B ∈ B}, gdzie C –
zbiór wszystkich cylindrów.

17. Stwierdzenie Jeśli X = (Xt)t∈T – proces (funkcja losowa) w
E o trajektoriach w X, to istnieje dokładnie jedna miara pro-
babilistyczna µX na σ(C), taka że ∀Γ∈σ(C)P(X· ∈ Γ) = µX(Γ)
(gdzie µX – rozkład procesu X).

18. Uwaga(na odwrót) Mamy X – przestrzeń funkcji T → E,
C i na σ(C) – miarę probabilistyczną µ. Definiujemy Ω = X,
F = σ(C), P = µ, x ∈ X, Xt(x) = x(t). Wtedy X = (Xt)t∈T
jest funkcją losową o rozkładzie µ.

19. Rozkład skończenie wymiarowy funkcji losowej X Mamy
funkcję losową lub X = (Xt)t∈T w E. ∀n­1∀t1,...,tn∈T .
Miara probabilistyczna na E × . . . × E → µt1,...,tn (B) =
P ((Xt1 , . . . , Xtn ) ∈ B) ← rozkład skończenie wymiarowy pro-
cesu X, B ∈ B⊗n.

20. Stwierdzenie Rozkłady skończenie wymiarowe wyznaczają
rozkład procesu (funkcji losowej) X w danej przestrzeni tra-
jektorii X.

21. Warunki zgodności Kołmogorowa Własności rodziny roz-
kładów skończenie wymiarowych danej funkcji losowej X =
(Xt)t∈T :

(a) µt1,...,tn (B1 × . . .×Bn) = µtπ1 ,...,tπn (Bπ1 × . . .×Bπn )

(b) µt1,...,tn,tn+1 (B1 × . . . Bn ×E) = µt1,...,tn (B1 × . . .×Bn)

22. Twierdzenie Kołmogorowa o istnieniu procesu Niech T –
dowolny zbiór 6= ∅. E – przestrzeń polska (metryczna, zupełna,
ośrodkowa; u nas zwykle R, Rd). Załóżmy, że ∀n­1∀t1,...,tn∈T
mamy miarę probabilistyczną µt1,...,tn na B⊗n, takie że speł-
nione są warunki zgodności. Wówczas istnieje (Ω,F , P ) i funkcja
losowa X = (Xt)t∈T taka że ma takie rozkłady skończenie wy-
miarowe.

23. Wniosek Istnieje proces (Xt)t∈RR+ o rozkładach skończenie
wymiarowych takich jak [PW].

24. Równoważność procesów stochastycznych

(a) nieodróżnialność

(b) równoważność w sensie rozkładów – gdy procesy X =
(Xt)t∈T i Y = (Yt)t∈T mają te same rozkłady skończenie
wymiarowe

(c) równoważość w sensie modyfikacji – procesy X, Y w tej
samej przestrzeni (Ω,F , P ) – Y jest modyfikacją X, jeśli
∀t∈T P(Xt 6= Yt) = 0.

Mamy implikacje (a)⇒ (c)⇒ (b).

25. Stwierdzenie X jest modyfikacją Y i X, Y są
(prawo/lewostronnie) ciagłe to X i Y są nieodróżnialne.

26. Twierdzenie Kołmogorowa o istnieniu modyfikacji cią-
głej (Xt)t∈[a,b] – proces (rzeczywisty), taki że istnieją stałe K,
ε, β > 0. ∀t,s∈[a,b]E|Xt −Xs|β ¬ K|t − s|1+ε. Wówczas (Xt)t
ma modyfikację ciągłą, co więcej ta modyfikacja ma trajektorie
spełniające warunek Höldera z każdym wykładnikiem α < ε

β
.

27. Wniosek To samo twierdzenie zachodzi, gdy T = R+ i założenie
jest dla |t− s| ¬ r. Wtedy istnieje modyfikacja ciągła, spełnia-
jąca lokalnie warunek Höldera (na przedziałach skończonych).

28. Wniosek Proces Wienera istnieje.

29. Filtracja Bierzemy T – przedział ograniczony lub nie w Z+
lub R+, (Ω,F , P ). Filtracja to rodzina σ ciał Ft ⊂ F , taka że
t1 ¬ t2, to Ft1 ⊂ Ft2

30. Uzupełnienie filtracji Jeśli mamy jakąś filtrację, to (Ft)t∈T
– uzupełnienie filtracji tzn. Ft zawiera wszystkie zdarzenia z Ft
i wszystkie podzbiory zdarzeń o prawdopodobieństwo 0 z F . Po
uzupełnieniu F , (Ft)t jest filtracją.

31. Filtracja prawostronnie ciągła T – ciągły, Ft+ =
⋂
s>t
Fs,

(Ft+ )+ – filtracja. Mówimy, że (Ft)t jest prawostronnie ciągła,
gdy Ft = Ft+ . (Ft+ )t∈T jest prawostronnnie ciągła.

32. Moment zatrzymania Funkcję τ : Ω → T ∪ {∞} nazywamy
momentem zatrzymania względem ustalonej filtracji (Ft)t∈T ,
gdy ∀t ∈ T{τ ¬ t} ∈ Ft.

33. Stwierdzenie (Xt)t∈T o wartościach w Rd prawostronnie cią-
gły i (Ft)t∈T – filtracja taka że ∀t Xt jest Ft – mierzalne. Wów-
czas ∀B⊂Rd otwartego, τB jest momentem zatrzymania wzglę-
dem (Ft+ )t∈T .

34. Proces adaptowany (Xt)t – proces taki że Xt jest Ft mie-
rzalny (gdzie (Ft)t∈T – filtracja).

35. Lemat Jeśli (Ft)t∈T jest filtracją prawostronnie ciągłą, to τ jest
momentem zatrzymania względem tej filtracji (Ft)t∈T wtw. gdy
∀t∈T,t>0{τ < t} ∈ Ft.

36. Stwierdzenie Niech (Xt)t∈T będzie procesem w Rd, ciągłym,
adaptowanym do filtracji (Ft+ )t∈T . ∀B∈⊂Rd domkniętego, τB
jest momentem zatrzymania.

37. Własności momentów zatrzymania Niech τ1, τ2 – momenty
zatrzymania względem (Ft)t∈T , T = R+: τ1 + t, τ1 ∧ τ2, τ1 ∨ τ2
są momentami zatrzymania.

38. Moment zatrzymania τ – moment zatrzymania względem
pewnej filtracji.Fτ : A ∈ Fτ={A ∈ F i ∀t∈T A∩ {τ ¬ t} ∈ Ft}.

39. Własności

• Fτ – σ-ciało

• τ ≡ t ⇒ Fτ = Ft.
• τ – co najwyżej przeliczalna liczba wartości, to A ∈ Fτ
⇔ A ∈ F i ∀t∈zb. wartości τA ∩ {τ = t} ∈ Ft

• τ1 ¬ τ2 ⇒ Fτ1 < Fτ2 .

1



40. Proces progresywnie mierzalny względem filtracji
(Ft)t∈T X = (Xt)t∈T w Rd (T – ciągły), jeśli ∀t∈T ∀B∈B(Rd)
{(s, ω) : s ¬ t, Xs(ω ∈ B} ∈ B([0, t]) ⊗ Ft. Progresywna mie-
rzalność X ⇒ X jest adaptowany.

41. Stwierdzenie Jeśli X jest procesem progresywnie mierzalnym
i τ momentem zatrzymania, to Xτ jest Fτ jest mierzalny na
zbiorze ωτ = {τ <∞} ∈ Fτ .

42. Martyngał (nad-, pod-) T ⊂ R, (Ft)t∈T , (XT ,Ft) jest mar-
tyngałem (nad-, pod-), jeśli (Xt)t jest adaptowany do filtracji
∀t ∈ T , E|Xt| < ∞, ∀s¬t,s,t∈TE(Xt|Fs) = Xs p.n. (¬, ­). X
jest podmartyngałem ⇔ −X jest nadmartyngałem.

43. Wniosek PW (Wt,Fwt )t jest martyngałem.

44. Stwierdzenie (Xt,Fx)t∈T , gdzie T – przedział skończony (lub
nie) w Z+ lub R+, X – martyngał; f : R → R – wypukła,
∀t∈TE|f(Xt)| < ∞. Wówczas (f(Xt),Ft)t∈T jest podmartyn-
gałem.

45. Twierdzenie Dooba (przypadek dyskretny) Optional sam-
pling theorem Jeśli mamy (Xt,Ft)t nadmartyngał (martyngał),
τ1, τ2 – momenty zatrzymania wzglem tej filtracji, takie że
τ1 ¬ τ2 i τ1, τ2 przyjmują tylko skończoną liczbę wartości na-
leżących do T. Wtedy: E(Xτ2 |Fτ1 ) ¬ Xτ1 p.n. (= dla martyn-
gału).

46. Martyngał (nad-) prawostronnie domknięty

(i) Martyngał (nad-) (Xt,Ft)t∈T , jeśli T = [0, a], gdzie a ¬
∞ (tzn. R+ lub Z+). Martyngał ma wtedy postać Xt =
E(Xa|Ft)t∈T (nad- ­, pod- ¬).

(ii) Martyngał (nad-) (Xt,Ft)t∈[0,a], jeśi istnieje ∀t<aFt ⊂
Fa ⊂ Fi. Xa jest Fa – mierzalne, E|Xa| < ∞, takie że
(Xt,Ft)t¬a martyngał (nad-).

47. Uogólnione twierdzenie Dooba (czas dyskretny)
(Xn,Fn)n∈Z+ – martyngał (nad-) prawostronnie domknięty
(w sensie (ii)) ⇒ ∀τ1,τ2– m.z.τ1 ¬ τ2 ⇒ E(Xτ2 |Fτ1 ) = Xτ1 .

48. Nierówności maksymalne

(i) T – przedział w R+ lub Z+, (Xt,Ft)t∈T – nad- albo pod-
martyngał, nieujeme. Wtedy ∀α>0P(supt∈T Xt ­ α) ¬
1
α

supt EXt.

(ii) (Xt,Ft)t∈T – martyngał prawostronnie ciągły (gdy czas
ciągły) ∀α>0P(supt |Xt| ­ α) ¬ supt E|Xt|

α
.

49. Nierówność Dooba dla martyngałów w Lp T = Z+ lub R+
(przedział też może być), (Xt,Ft)t to martyngał, prawostronnie
ciągły (w przypadku czasu ciągłego), p > 1, Xt ∈ Lp, ∀t. Wów-

czas: || supt ||Xt|||p ¬
p
p−1 supt |Xt||p, gdzie ||X||p = (E|X|p)

1
p .

50. Twierdzenie o zbieżności nadmartyngałów p.n. T = Z+
lub R+, (Xt,Ft)T – nadmartyngał, taki że supt EX

−
t < ∞

(a− = (−a) ∨ 0), prawostronnie ciągły (gdy czas ciągły). Wów-
czas limt→∞Xt istnieje p.n. i jest zmienną losową całkowalną
(o skończonej E).

51. Wniosek Jeśli (Xt,Ft)t∈R+ jest nadmartyngałem prawostron-
nie ciągłym, to z prawdopodobieństwem 1 trajetkorie mają
skończone granice lewostronne.

52. Wniosek (Xt,Ft)t∈R+ – martyngał prawostronnie ciągły i p >
1, że supt∈R+ tzn. Xt = E(X∞|Ft) przy czym E|X∞|p < ∞ i
Xt −→t→∞ X∞ p.n. i w Lp.

53. Martyngały z czasem dysretnym „odwróconym” T =
{. . . ,−2,−1, 0} . . . ⊂ F−2 ⊂ F−1 ⊂ F0, n1, n2, n1 > n2.
Wówczas E(Xn1 |Fn2 ) ¬ Xn1 dla nadmartyngału (= dla mar-
tyngału).

54. Twierdzenie (Xt,Fn)n=0,−1,−2,... – martyngał (nadmartyn-
gał), przy czym limn→∞ EXn <∞ (zawsze spełnione dla mar-
tyngału). Wówczas (Xn) jest zbieżny, gdy n → ∞ p.n. i w L1.
Dla martyngału: limnXn = E(X0|

⋂∞
n=0 Fn).

55. Twierdzenie Dooba (czas ciągły) Optional sampling Niech
(Xt,Ft)t∈R+ – nadmartyngał (martyngał) prawostronnie cią-
gły:

(i) ∀τ1,τ2 –m.z. ograniczonych, τ1 ¬ τ2 mamy E(Xτ2 |Fτ1 ) ¬
Xτ1 p.n. (= dla martyngałów).

(ii) Jeśli (Xt,Ft)t jest prawostronnie domknięty, to ta wła-
sność zachodzi ∀τ1,τ2 m.z. τ1 ¬ τ2. Dla martyngału mamy
Xτ = E(X∞|Fτ ) ∀τ m.z.

56. Przypomnienie ξ – zmienna losowa o rozkładzie µ i dystrybu-
ancie F , f – funkcja rzeczywista, Ef(ξ) =

∫
R f(x)µdx (często

oznaczana jako
∫
f(x)dF (x)).

57. Stwierdzenie Ustalmy przedział [a, b] (skończony), weźmy
funkcję h prawostronnie ciągłą, niemalejącą. Istnieje dokładnie
jedna miara skończona µh na B((a, b]), że ∀t∈(a,b] µh((0, t]) =
h(t)− h(a).

58. Całka Lebesgue’a-Stieltjesa Całka
∫ b
a
f(u)µh(du), ozna-

czana
∫ b
a
f(u)dh(u) =

∫
fdh. Dla h(t) ≡ t – całka Lebesgue’a.

59. Własności całki Stieltjesa

(i)
∫ b
a

1⊥(u,v]dh = h(v) − h(u) =
∫ u
v

1dh (tzn.
∫

(u,v]
1dh,

a ¬ u ¬ v ¬ b
(ii) f 7→

∫
fdh – liniowa

(iii)
∫
fd(h1 + h2) =

∫
fdh1 +

∫
fdh2

60. Uogólniona definicja h1, h2 – prawostronnie ciągłe, niema-
lejące

∫ t
0
fd(h1 − h2) =def.

∫
fdh1 −

∫
fdh2.

61. Wahanie funkcji Na przedziale (a, b]:
supa=t0<t1<...<tn=b

∑m−1
k=0 |h(tk+1) − h(tk)| =ozn. |h|(a,b].

Oznaczenia: |h|(a,t) = |h|(t) V[a,b] – funkcje prawostronnie
ciągłe na [a, b] o wahaniu skończonym. np. h spełniające
warunek Lipschitza (w szczególności każda funkcja klasy C1),
h = h1 − h2, h1, h2 – monotoniczne, prawostronnie ciągłe.

62. Własności wahania |h|(a,b]∪(b,c] = |h|(a,b] + |h|(b,c], |h|(·) –
niemalejąca, |h|(·) – prawostronnie ciągła (ciągła, jeśli h ciągłe)

63. Twierdzenie h ∈ V[a,b]⇒∃h1, h2 – funkcje niemalejące, prawo-
stronnie ciągłe lub ciągłe, jeśli h ciągłe takie że h1(a) = h2(a) =
0, h(t) = h(a)+h1(t)−h2(t) h1 = |h|+h−h(a)

2 , h2 = |h|−h+h(a)
2 .

64. Wniosek f ograniczona, lewostronnie (lub prawostronnie) cią-
gła a = t0n < t1n < . . . < tmnn = b, średnica→ 0, h ∈ V[a,b].
Wówczas suma Riemanna Stieltjesa

∑mn
k=1 f(t̃kn )(h(tk,n) −

h(tk−1,n))→n→∞
∫ b
a
fdh, gdzie

t̃k,n =

{
tk−1,n gdy f prawostronnie ciągła
tk,n gdy f lewostronnie ciągła
∈ [tk−1,n, tk,n] gdy f ciągła

65. Wniosek h ∈ V[a,b], f – mierzalna, ograniczona, g – h-

całkowalna (całkowalna względem h). Wówczas
∫ ·
a
gdh ∈ V[a,b]

i
∫ b
a
fd(
∫ ·
a
gdh) =

∫ b
a
fgdh.

66. Twierdzenie Istnieje A ∈ B[a, b] taki że µh1 (A) = µh1 (]a, b]) =
h1(b), µh2 (A) = 0 (rozłączne nośniki).

67. Biały szum (ξt) dxdt = b(x(t))+ξt, gdzie ξt – i.i.d., symetryczne,
o nieskończonej wariancji i Gaussa. Szum zależny jest od stanu.

68. Najprostsze równanie stochastyczne Jego rozwiązanie jest
procesem. dx = b(x(t))dt+ Ẇdt ⇔ x(t) = x0 +

∫ t
0
b(x(s))dy +

Wt. Formalnie: dx(t) = b(x(t))dt+ σ(x(t))dWt.

69. Cel Chcemy zdefiniować
∫ t

0
xsdMs, gdzie M – pewien ciągły

martyngał, x – odpowiedni proces stochastyczny.

70. Fakt Jeśli M – ciągły martyngał (6= stała), to trajektorie mają
wahanie nieskończone na każdym odcinku [0, t).

71. Oznaczenia (Ω,F , P ) – zupełna przestrzeń probabilistyczna
(dorzucamy wszystkie podzbiory o prawdopodobieństwie zero,
są mierzalne) (Ft)t∈R+ – filtracja spełniająca zwykłe warunki
M2,c – klasa wszystkich ciągłych martyngałów M , takich że
EM2

t < ∞, ∀t­0 Vc – ciągłe, adaptowane procesy z trajekto-
rami o wahaniu skończonym w [0, t]M2,c i Vc są przestrzeniami
liniowymi. Umawiamy się, że V ∈ Vc jest rosnący, jeśli trajet-
kroie są niemalejące.

72. Twierdzenie (Dooba-Meyera) Jeśli M ∈ M2,c, to istnieje
dokładnie jeden (w sensie nieodróżnialności) proces < M >=<
M,M >∈ Vc rosnący, < M >0= 0, taki że M2− < M > jest
martyngałem.

73. Proces Dooba-Meyera < M > – zwany też procesem nawiasu
skośnego lub procesem kwadratowej wariacji.

74. Oznaczenie X – dowolny proces, τ – moment zatrzymania
względem ustalonej filtracji, Xτ – proces X zatrzymany w chwili
τ , tzn. Xτ

t = Xt∧τ , np. < W τ >t= t ∧ τ .
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75. Fakt M ∈M2,c ⇒ Mτ ∈M2,c, V ∈ Vc ⇒ V τ ∈ V c.

76. Stwierdzenie Jeśli M ∈ M2,c, τ – moment zatrzymania, to
< Mτ >=< M >τ .

77. Definicja M,N ∈ M2,c < M,N >= 1
4 (< M + N > − <

M −N >)

78. Stwierdzenie M,N ∈M2,c, < M,N > ma własności:

(a) < M,N >∈ Vc, < M,N >0= 0

(b) jest jedynym procesem spełniającym (i), takim że MN− <
M,N > jest martyngałem

(c) jest symetryczny tzn. < M,N =< N,M >

(d) jest dwuliniowy, tzn. dla a, b ∈ R< aM1 + bM2, N >= a <
M1, N > +b < M2, N >

(e) < Mτ , N >=< M,Nτ >=< Mτ , Nτ >=< M,N >τ ,
gdzie τ – moment zatrzymania.

79. Twierdzenie (Nierówność Kunity-Watanabe) M , N ∈
M2,c, X, Y – procesy mierzalne. Wtedy:

∫∞
0
|XtYt|d| <

M,N > |t ¬
√∫∞

0
X2
t d < M >t

√∫∞
0

Y 2
t d < N >t p.n. Stąd:∫∞

0
X2d < M >< ∞,

∫∞
0

Y 2d < N >< ∞ ⇒ proces XY jest
całkowalny wzlędem d < M,N >.

80. Oznaczenia 0 < T ¬ ∞, M2,c
T – ciągłe martyngały na [0, T )

takie że supt<T = EM2
t < ∞. Wiemy, że jeśli M ∈ M2,c

t , to
istnieje MT , FT –mierzalna, taka że MT ∈ L2(Ω,F , P ) i Mt =
E(MT |Ft), t ¬ T .

81. Twierdzenie M2,c
T jest przestrzenią Hilberta z iloczynem

skalarnym (M,N)T
M2,c
T

= (M,N)T = EMTNT . Norma to

||M ||M2,c
T

= ||M ||T .

82. Proces elementarny X = ξ01 ⊥{0} +
∑n−1

j=1 ξj1 ⊥(tj ,tj+1].
gdzie 0 ¬ t1 < . . . < tm < ∞, ξ0, ξ1, . . . , ξm−1 – zmienne
losowe, ograniczone, ξ0 – F0 mierzalne, ξj – Ftj – mierzalne,
j = 1, . . . ,m− 1. ε – klasa wszystkich procesów elementarnych
(liniowa).

83. JT (X)t Ustalmy M ∈ M2,c i T ¬ ∞, X ∈ ε postaci jw., t ¬ T
JT (X)t =

∫ t
0
XsdMs =

∑m−1
j=1 ξj(Mtj+1∨t −Mtj∨t).

84. Stwierdzenie Ww. definicja nie zależy od przedstawienia
X, JT jest liniowe względem X ∈ ε, JT (x) ∈ M2,c

T oraz

||JT (x)||2T = E(
∫ T

0
XsdMs)2 = E

∫ T
0
X2
sd < M >s, a także

E(
∫ t

0
X0dMs)2 = E

∫ t
0
X2
sd < M >s, ∀t < T .

85. Uwagi Weźmy przestrzeń procesów mierzalnych X, takich że
E
∫ T

0
X2
sd < M >s< ∞ – przestrzeń Hilberta L2([0, T ] ×

Ω,B([0, T ]) ⊗ F , µM ), gdzie µM (Γ) = E
∫ T

0
1 ⊥Γ (s, ω)d <

M >s (ω). Mamy, że JT : ε→M2,c
T jest izometrią liniową, jeśli

ε rozpatrzymy jako podprzestrzeń tej L2. JT rozszerza się jed-
noznacznie do liniowej izometrii z domknięciem ε w M2,c

T . Takie
domknięcie ma postać L2

T (M) := L2([0, T ]×Ω,PT , µM ) = {X :
X – PT -mierzalny E

∫
0TX2

sd < M >s< ∞}, gdzie PT ⊂
B([0, T )⊗F) jest generowane przez {0}×A, A ∈ F0 i (s, t]×A,
A ∈ Fs. Oznaczenie: u nas zwykle M = W , L2

T (M) = L2
T .

86. Proces progrnozwalny Proces PT -mierzalny, gdzie PT to σ-
ciało zbiorów prognozowalnych.

87. Uwagi prognozowalny ⇒ progresywnie mierzalny, lewostronnie
ciągły, adaptowany ⇒ prognozowalny, f : [0, T ]→ R mierzalna
⇒ prognozowalna

88. Całka stochastyczna (izometryczna) Ito Rozszerzenie
JT (M) na L2

T (M), oznaczane JT (X)t =
∫ t

0
XdM .

89. Ważne M ∈M2,c:
∫ t

0
XtdMt, t ¬ T ¬ ∞

L2
T (M): X – prognozowalny E

∫ T
0
X2
sd < M >s<∞.

90. Uwagi

(a) Z konstrukcji wynika, że X ∈ L2
T (M), t < T ⇒ 1 ⊥[0,t]

X ∈ L2
t (M) i

∫ T
0

1 ⊥[0,T ] XdM =
∫ t

0
XdM

(b) X ∈ L2
t (M) ∀t<T to

∫ t
0
XdM – martyngał całkowalny z

kwadratem na [0, T ] (w szczególności ∈M2,c, gdy T =∞).

91. Twierdzenie (Kunity Watanabe, charakteryzacja całki
stochastycznej) M ∈ M2,c, X ∈ L2

T (M). Całka stocha-
styczna

∫
XdM jest jedynym elementem M2,c

T , że ∀
N∈M2,c

T

(
∫
XdM,N)T = (E(

∫ T
0
XdM)NT ) = E

∫ T
0
Xtd < M,N >t.

92. Wniosek Jeśli mamy M1, M2 ∈ M2,c (dwa martyngały cał-
kowalne z kwadratem), X ∈ L2

T (M1), X ∈ L2
T (M2). Wów-

czas
∫
Xd(M1 + M2) =

∫
XdM1 +

∫
XdM2. To samo, gdy

X ∈ L2
t (M

1) ∩ L2
t (M

2) ∀t < T .

93. Stwierdzenie M, N ∈ M2,c, X ∈ L2
t (M), ∀t<∞ (ogólniej

∀t<T¬∞). Wówczas <
∫
XdM,N >=

∫
Xd < M,N >.

94. Wniosek <
∫
XdM,

∫
Y dN >=

∫
XY d < M,N >. W szcze-

gólności <
∫
XdM >=

∫
X2d < M >. Ważne: <

∫
XdW >t=∫ t

0
X2
sds.

95. Wniosek M ∈ M2,c, X ∈ L2
T (M), ∀T<∞ (lub ∀t<T¬∞, Y –

prognozowalny, ograniczony). Wówczas

(a)
∫
XY dM =

∫
Xd(
∫
Y dM) =

∫
Y d(
∫
XdM)

(b) τ – moment zatrzymania,
∫

1 ⊥[0,τ ] XdM =
∫
XdMτ =

(
∫
XdM)τ – twierdzenie o zatrzymywaniu całki stocha-

stycznej

96. Twierdzenie (o wariacji kwadratowej martyngału) M ∈
M2,c (lub M ∈ M2,c

t ∀t < T ¬ infty). Ustalmy dowolne
t < ∞. Rozpatrzmy ciąg podziałów 0 = t0,n < t1,n < . . . <
tmn,n = t o średnicy zbiegającej do 0. Zdefiniujmy Vn(M, t) =∑mn−1

j=0 (Mtj+1,n − Mtj ,n)2. Wówczas Vn(M, t) −→n→∞<

M >t w L1(Ω).

97. Wniosek M , N ∈ M2,c, 0 = t0n < . . . < tm,n = t
(jak poprzednio). Wówczas

∑
(Mtj+1,n − Mtj ,n)(Ntj+1,n −

Ntj ,n)→wL1< M,N >t.

98. Λ2
T (M) Procesy prognozowalne X, takie że ∀t<T

∫ t
0
X2
sd <

M >s<∞ p.n. gdzie T ¬ ∞, M ∈M2,c (wystarczy M ∈M2,c
t

∀t<T ).
L2
T (M) ⊂ Λ2

T (M), Λ2
T (M) – liniowa, M = W ⇒ Λ2

t (W ) = Λ2
T

99. Lemat X ∈ Λ2
T (M) ⇒ ∃τn m.z. τn↗T taki że 1 ⊥(0,τn] X ∈

L2
T (M), n = 1, 2, . . ..

100. Uogólnienie całki stochastycznej X ∈ Λ2
T (M). Istnieje do-

kładnie jeden proces L, taki że ∀(τn)n jak w Lemacie zachodzi:

Lτn ∈ M2,c
T i Lτn =

∫
1 ⊥(0,τn] XdM . L nazywamy całką

stochastyczną (Ito) i oznaczamy Lt =
∫ t

0
XdM .

101. Własności całki stochastycznej

(a)
∫
XdM – ciągły, adaptowany, 0 w 0

(b) X ∈ Λ2
t (M) 7→

∫
XdM – liniowe

(c) M 7→
∫
XdM – liniowe

(d) (
∫
XdM)τ =

∫
1 ⊥(0,τ ] XdM =

∫
XdMτ

(e) ∃τn m.z. τn↗T (
∫
XdM)τn

∫
M2,c

T

102. Martyngał lokalny,M2,c
T,loc

(a) Proces N o własności (e) tzn. ∃τn↗T Nτn ∈ M2,c
T nazy-

wamy ciągłym martyngałem lokalnym (lokalnie całkowalny
z kwadratem). Klasę takich procesów oznaczamy M2,c

T,loc

(M2,c
loc

gdy T =∞).

(b) Oznaczenie Mc – ciągłe martyngały. M2,c
loc

– procesy M ,
takie że ∃τn↗∞ (lub ograniczony τ̄n ↗ T ¬ ∞), że
Mτn ∈ Mc. Takie procesy (ciągłe nazywamy martynga-
łami lokalnymi.

(c) τn – ciąg lokalizujący w M2,c
T (lub Mc).

103. Uwagi

(a) M ∈Mc
loc, M0 ∈ L2(Ω) ⇒ M ∈M2,c

loc
.

(b) martyngały lokalne nie muszą być martyngałami (np. Xt =

eW
4
1 1 ⊥(1,2] (t))

(c) Mc
loc, M

2,c
loc

– klasy liniowe, zamknięte ze względu na za-
trzymywanie.
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104. Lemat M ∈Mc
loc ∩ V

c ⇒ M ≡M0.

105. Twierdzenie

(a) M ∈ M2,c
loc
⇒ istnieje taki jeden proces < M >∈ Vc, ro-

snący, 0 w 0, że M2− < M >∈Mc
loc

(b) < Mτ >=< M >τ

(c) ∀t>0 ∀ 0 = t0,n < . . . < tmn,n = t – średnica → 0. Wów-
czas Vn(M, t) →P< M >t (czyli < M > – wariacja kwa-
dratowa).

106. <M,N> M , N ∈ M2,c
loc

, definiujemy < M,N >= 1
4 (< M +

N > − < M − N >) – jedyny proces ∈ Vc, 0 w 0, taki że
MN− < M,N >∈Mc

loc, dwuliniowy. Też mamy:

• <
∫
XdM,

∫
Y dN >=

∫
XY d < M,N > dla M , N ∈

M2,c, X ∈ Λ2(M), Y ∈ Λ2(N)

• M , N ∈ M2,c
loc
⇒
∑

(Mtj+1,n − Mtj ,n)(Ntj+1,n −
Ntj ,n)→P< M,N >.

107. Λ2(M) (lub ogólnie Λ2
T (M)) M ∈ M2,c

loc
, definiujemy iden-

tycznie jak dla M2,c.

108. Uwaga Jeśli X – prognozowalny, którego trajektorie są funk-
cjami ograniczonymi na każdym [0, t], t < T , to X ∈ Λ2

T (M)
∀
M∈M2,c

T,loc

(skrót ptol).

109. Twierdzenie (Wzór na całkowanie przez części dla mar-
tyngałó lokalnych) M , N ∈ M2,c

loc
⇒ MtNt = M0N0 +∫

MdN +
∫
NdM+ < M,N >t. np. M = W , W 2

t =

2
∫ t

0
WsdWs + t.

110. (Ciągły) Semimartyngał Proces Z postaci Zt = Z0 + Mt +
At, gdzie M ∈ M2,c

loc
, A ∈ Vc, M0 = A0 = 0. Sc – klasa

semimartyngałów.

111. Uwagi rozkład Z = Z0 + M + A jest jednoznaczny, Sc jest
liniowa, zamknięta na zatrzymywanie, τn ↗ ∞, Zτn ∈ Sc ∀n
⇒ Z ∈ Sc

112. Proces Ito – ważny przykład Zt = Z0 +
∫ t

0
XdW +

∫ t
0
Y ds,

gdzie X ∈ Λ2, Y – progresywnie mierzalny, całkowalny.

113. Całka względem semimartyngału
∫
XdZ =

∫
XdM +∫

XdA ∈ Sc = (całka stochastyczna ∈ M2,c
loc

) + (całka Stiel-
tjesa ∈ Vc) gdzie Z ∈ Sc, Z = Z0 +M + A, X – ptol. Liniowe
są: X 7→

∫
XdZ, Z 7→

∫
XdZ

114. Twierdzenie o całkowaniu przez częśi dla semimartyn-
gałów Z′Z′′ = Z′0Z

′′
0 +
∫
Z′dZ′′ +

∫
Z′′dZ′+ < M,M ′′ >

(ten iloczyn też jest semimartyngałem), gdzie Z′, Z′′ ∈ Sc,
Z′ = Z′0 +M ′ +A′, Z′′ = Z′′0 +M ′′ +A′′.

115. Wzór Ito f(Zt) = f(Z0) +
∫ t

0
f ′(Zs)dZs + 1

2

∫ t
0
f ′′(Zs)d <

M >s, gdzie Z + Z0 + M + A ∈ Sc, f : R → R klasy C2. W
szczególności f(Z) ∈ Sc.

116. Lemat (Tw. o zmajoryzowanym przejściu do granicy pod
całką stochastyczną) Z ∈ Sc, X(n) – procesy prognozo-
walne, takie że: X(n)

t (ω) →n→∞ Xt(ω) i |X(n)
t (ω)| ¬ Yt(ω),

Y – ptol. Wówczas:
∫ t

0
X

(n)
s dZs →P

∫ t
0
XsdZs.

117. Uogólnienia (do wzoru Ito)

(i) Przypadek wielowymiarowy: Niech Z(1), . . . , Z(d) ∈ Sc,
Z = (Z(1), . . . , Z(d)), Z(j) = Z

(j)
0 +M(j) +A(j), f : Rd →

R – klasy C2. Wówczas: f(Z) ∈ Sc oraz f(Zt) = f(Z0) +∑d

j=1

∫ d
0

∂f
∂xj

(Zs)dZ
(j)
s + 1

2

∑d

j,k=1

∫ t
0

∂2f
∂xj∂xk

(Zs)d <

M(j),M(k) >.

(ii) Można zakładać, że f jest klasy C2 o wartościach w C.

118. Twierdzenie Levy’ego Niech M ∈ M2,c
loc

, M0 = 0, < M >t=
t. Wówczas M jest PW.

119. Stwierdzenie Mamy procesy X, A – adaptowane, ciągłe, 0 w
0 tzn. X0 = A0 = 0. A jest rosnący (niemalejący), λ ∈ R.

Definiujemy U
(λ)
t = expλXt−

λ2
2 At . N.w.s.r.: X ∈ M2,c

loc
i <

X >= A, U(λ) ∈Mloc ∀λ∈R
120. Wniosek Jeśli X – proces ciągły, adaptowany, 0 w 0, taki że

expλXt−
1
2λ
2t jest martyngałem lokalnym ∀λ∈R. WówczasX jest

PW.

121. Lemat Niech M ∈ M2,c
loc

, M0 = 0, Zt = expMt−
1
2<M>t .

(Zt)t¬T jest martyngałem ⇔ EZT = 1.

122. Twierdzenie Girsanowa Niech Y ∈ ∧2
T , T < ∞, Zt =

exp

∫ t
0
YsdWs− 12

∫ t
0
Y 2s ds. Załóżmy, że EZT = 1. Wówczas proces

Vt := Wt −
∫ t

0
Ysds, t ∈ [0, T ] jest PW w przestrzeni probabi-

listycznej (Ω,F , QT ), gdzie QT (A) =
∫
A
ZT dP . QT jest miarą

probabilistyczną z założenia.

123. Stwierdzenie Y ∈ Λ2, Zt jw., EZt = 1 ∀t­0. ∀T>0 mamy QT
– miara probabilistyczna na FWT . Wówczas istnieje dokładnie
jedna miara probabilistyczna Q na FW∞ , że ∀T>0∀A∈FT Q(A) =
QT (A) i co więcej V zdefiniowane j.w. jest PW na (Ω,FW∞ , Q).

124. Uwaga Q na ogół nie ma gęstości względem P na FW∞ (nie jest
absolutnie ciągłe).

125. Wniosek (równość Walda) E expλWτ−
λ2
2 τ = 1 ⇔ Q(τ <

∞) = 1.

126. Twierdzenie (kryterium Nowikova) Y ∈ Λ2
T . Jeśli

E exp
1
2

∫ T
0
Y 2s ds < ∞, to E exp

∫ T
0
YsdWs− 12

∫ T
0
Y 2s ds = 1. Jest

to najmnocniejszy znany warunek dostateczny, stała 1
2 jest

optymalna. RÓWNANIA STOCHASTYCZNE (RS)

127. Wstęp Prosty przypadek jednowymiarowy: (Ω,F , P ), (Ft) b
(współczynnik dryfu), σ (współczynnik dyfuzji) – funkcje R →
R. Rozważamy RS o współczynnikach σ, b: dXt = b(X)tdt +
σ(Xt)dWt, X0 = ξ – F0-mierzalne. To rozumiemy jako: Xt =
ξ +
∫ t

0
b(X)sds +

∫ t
0
σ(Xs)dWt (proces dyfuzji). Może być tak

że t ∈ R+, t ∈ [0, T ].

128. Założenie b, σ spełniają warunek Lipschitza ze stałą K tzn,
|b(x)− b(y)| ¬ K|x− y|, |σ(x)−σ(y)| ¬ K|x− y|. Stąd wynika,
że |σ(x)|, |b(x)| ¬ K

√
1 + x2 (¬ K(1 + |x|)).

129. Twierdzenie o istnieniu i jednoznaczności Jeśli rozwiązanie
istnieje, to tylko jedno (z dokładnością do nieodróżnialności).
Istnienie rozwiązań.

130. Uwagi Można badać równanie ogólniejsze, niejednorodne:
dXt = b(t,Xt)dt+ σ(t,Xt)dWt.
Jeśli b, σ sa mierzalne i przy ustalonym t spełniają warunek
Lipschitza ze stałą niezależną od t, to też istnieje rozwiązanie i
jest jednoznaczne.

131. Przypadek wielowymiarowy To twierdzenie można uogól-
nić na przypadek wielowymiarowy: Wt = (W (1)

t , . . . ,W
(d)
t )

– proces Wienera. Xt – proces o wartościach macierzowych
n × d X ∈ Mn

d , taki że
∫ t

0
(Xi,j

s )2ds < ∞ p.n. ∀t, Xi,j ∈

Λ2 M i
t =
∫ t

0
XsdWs =

∑d

j=1

∫ t
0
Xi,j
s dW j

s < Mt >= (<

M i
t ,M

j
t >)1¬i,j¬n < Mt >=

∫ t
0
XsXT

s ds Mt – proces w Rn
< Mt >∈Mn

n

132. Twierdzenie b : Rn → Rn, σ : Rm →Mn
d . ξ – zmienna losowa

w Rn spełniają warunek Lipschitza ze stałą K. Powiemy, że
równanie dXt = b(Xt)dt+ σ(Xt)dWt ma jednoznaczne rozwią-
zanie, takie że ∀T<∞ supt<T E(X2

t ) < ∞ (też prawdziwe dla
procesów niejednorodnych).

133. Twierdzenie Nowikowa T < ∞, Y – prognozowalny,
E exp( 1

2

∫ T
0
Y 2
s ds) < ∞. Wówczas E exp(

∫ T
0
YsdWs −

1
2

∫ T
0
Y 2
s ds) = 1.

134. Twierdzenie M ∈ M2,c
loc

, M0 = 0, < M >t – ściśle rosnący

< M >∞=∞. Jeśli EeMt−
1
2<Mt> jest martyngałem.

135. Związki z równaniami cząstkowymi dXt = b(Xt)dt +
σ(Xt)dWt X(0) = x ∈ Rn, W – Wienera b :
Rm → Rm σij = [σijIij ] ∈ Mm

d Xi(t) =

xi +
∫ t

0
bi(X(s))ds +

∑d

j=1

∫ t
0
σij(Xs)dWs(s) f(X(t)) =

f(X(0)) +
∫ t

0
f ′(X(s))σ(X(s))dWs +

∫ t
0
Lf(Xs)ds gdzie

Lf = f ′b + 1
2f
′′σ2 Ogólnie: f(X(t)) = f(X) +∑m

i,j=1

∫ t
0
∂f
∂xi

(x(s))σij(Xs)dWj(s)+
∫ t

0
Lf(Xs)ds gdzie Lf =∑m

i=1 bi
∂f
∂xi

+ 1
2

∑
i,j
aij

∂2f
∂xi∂xj

, [aij ] = σσ∗, L – operator elip-
tyczny.
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