WYKLAD 1, 04.10.2010

1.

A AN

10.
11.

Lemat o minimaxie - sup_inf; L(m,d) < inf § sup, L(m,¢), gdzie L : I x
A — R.

Gra ma warto$é, jesli sup, infs L(w, ) = infssup,. L(m, ).
0% jest minimaxowa, jesli sup, L(w, 0*) = infssup, L(m,J).
7* jest maximinowe, jesli infy L(7m*, d) = sup, infs L(7, J).
0% jest m*-optymalna (7*-bayesowska), jesli L(7*,d*) = infs L(7*, §).

(7*,0%) jest siodlem (punktem siodtowym, in. punktem réwnowagi Na-
sha) gry, jesli Vm,0 L(m, ") < L(7*,6%) < L(7*,9), in. sup, L(m, §*) =
L(m*,0%) = infs(7*, ).

. Tw. o siodle - Ustalmy 7*,§*). N.w.s.r.:

) sup, L(m,0%) < infs L(7*,§)

(7*,0%) jest siodtem

(a

(b)

(c) (m*,6%) jest siodlem i §* jest m*-optymalne

(d) 7* jest maximinowe, §* jest minimaxowa i gra ma wartos¢
(e)

7 jest maximinowe, 0* jest minimaxowa i gra ma warto$¢ = L(7*, §*)

. Whniosek - Jezeli §* jest t. ze ma state ryzyko tzn. Vmy, my L(m,0") =

L(mo, %) oraz Jm* t. ze §* jest m*-optymalna, to (7%, ") jest siodtem.

. H - zb. czystych strategii natury (0 € H - nieznany parametr rozktadu

prawdopodbienstwastwa), A - zb. czystych strategii statystyka (a € A -
akcje statystyka). Zrandomizowane strategie natury (zbiér Il = H*); zran-
domizowane strategie statystyka (A = A*); funkcja straty z przestrzeni
zrandomizowanych.

Def. L(7,0) = ExxsL(0,a).

Twierdzenie von Neumanna - Jezeli mamy gre (H,A,L) ze skonczonymi
zb. H i A, to gra (H*, A*, L) ma punkt siodtowy.



WYKLAD 2, 11.10.2010

12.

13.

14.
15.

16.
17.

18.

19.

20.

21.

Oznaczenia: H - zbior czystych strategii natury, A - zbior akcji statystyka,
X - przestrzen obserwacji (polska), {F : 8§ € H} - rozktady prawdopodo-
bienistwa na X, X ~ Py, L : H x A — R - funkcja straty, II = {r :
rozktad prawdopodobienstwa na Hy=H"*, D - zbior regut decyzyjnych, D*
- rodzina rozkladéw prawdopodobienstwa na zbiorze wszystich regut decy-
zyjnych (niezrandomizowanych).

Regula decyzyjna (czysta strategia statystyka, np. estymator, test) d :
re X —d(x) e A

Ryzyko: R(0,d) = EyL(0,d(X)) = [x L(0,d(z))Py(dx).

Gra (H, D, R) zamiast (H, A, L), gdzie D = {d : X — A mierzalne, takie
ze ryzyko R(6,d) jest dobrze zdefiniowane}; R: H x D — R.

Ryzyko bayesowskie f(m,d) = [y R(0,d)r(df).

Gra: niezdrandomizowana (H, D, R), gra zrandomizowana (H*, D*, R*), d*
- zrandomizowana reguta decyzyjna.

R*(m,d*) = [pr(m,d)d*(dd)

9 : X — A* - zbiér rozktadéw prawdopodobieristwa na A, x € X — 0(x) -
miara probabilistyczna na zbiorze akcji A.

r(m,0) = [x Ix fa L(0,a)d(x,da)Py(dx)m(db).

Tw. Walda-Wolfowitza Dla kazdej reguly zrandomizowanej d* € D~
istnieje reguta behawiorystyczna § € D taka ze R*(mw,d" = r(m,0).

Zbiér ryzyka - dwie hipotezy proste {R(-,d), d € D} =}(«a(d), 5(d)),
d € D}, gdzie a(d) = R(0,d) = [{z:d()=1} Po(v)dz - blad I rodzaju, B(d) =
R(1,d) = [@zd@)=0y P1(x)dx - btad drugiego rodzaju. Albo tez: a(d) =
Jx 0(z)po(z)d, 5(0) = Jx(1 = 0(x))pi(x)d.



WYKLAD 3, 18.10.2010

22.

23.

24.

25.

26.

27.

28.

29.
30.

31.
32.

33.

34.
35.

Oznaczenia c.d.: d - przestrzen niezrandomizowanych regut, A - prze-
strzen zrandomizowanych (behawiorystycznych) regut decyzyjnych z € X —

d(x) - miara probabilistyczna na A.
R:HxA—-R, R(6,0) =JxJaL(0,a)d(x,da)Py(dx).

Def. 51 = 52 S Yy R(9,51) < 3(9,52), (51 < 52 = 51 < 52 1 dy 3(9,51) <
R(e,ég), 01 ~ 0y & 01 =X 02109 = dy.

Def. C C A, méwimy, ze C jest klasg zupelna, jesli Vo ¢ C Jycc taka ze
0" < 0. C jest klasg istotnie zupelna, jesli Vs Jycc taka ze ' < 0.

Def. Reguta ¢ jest dopuszczalna, jesli nie istnieje reguta $cisle lepsza od
niej tzn. nie istnieja ¢’ taka ze &' < 0. Oznaczenie: Adm - rodzina regul
dopuszczalnych.

Lemat jesli C jest zupetlna, to Adm C C.

Lemat Jesli C jest istotnie zupelna, § € Adm\C, to 39’ € C, §' ~ .
Def. Zbiér ryzyk: R = {R(J): § € A} C R~

Stw. R jest wypukly, domkniety i ograniczony.

Def. Reguta § jest bayesowska wzgledem rozktadu a priori m na H, jesli
r(m,d) = infs R(m, 6).

Stw. Jesli regula ¢ jest bayesowska wzgledem m, (m; > 0 Vi), to § € Adm.

Stw. Jezeli reguta d jest dopuszczlna,a to jest bayesowska wzgledem pew-
nego rozktadu a priori 7.

Def. Jezeli Z C RF jest wypukly, domkniety, ograniczony, to dolny brzeg
tego zbioru okreslamy A(Z) := {a: ZNQ, = {a}}.

Uwaga \(Z) C §(Z).
Lemat Kazdy domkniety, wypukty, ograniczony zbiér Z ma A(Z) # 0.



WYKLAD 4, 25.10.2010

36.

37.

38.

39.
40.

Tw. Rao-Blackwella Mamy zbiér A € RY. L(6,a) - wypukta funkcja a
dla kazdego # € ©. Niech T bedzie statystyka dosteczng dla rodziny Fp.
d € D (niezrandomizowana decyzja) = do(z) = E(d(X)|T = t) jest nie
gorsza niz d.

Def. Statystyka dostateczna - T : X — R% VA € B(X) Py(X € A|T =
t) - nie zalezy od 0 < fy(x) = go(T(X))h(X) - kryterium faktoryzacji, gy -
zalezy od 0 przez statystyke.

Twierdzenie Mamy A = (—o0,0), V0 € © L(0, a) jest wypukta. 36, taka

ze L(0y, a)— 00, |a] — oo, to klasa regut niezrandomizowanych jest istotnie
zupela dla (0, D, R).

Uwaga L(6y,a) > cla| + b Va € A.

Twierdzenie o rozdzielaniu zbioréw wypuklych Jedli U, W € R? sa
wypukle i intU NintW = ), to I7 € RY, 7w # 0 takie ze m(u) < ¢ < m(w)
VueUVYw e W {u: n(u) = c}.

WYKLAD 5, 08.11.2010

41.

42.

43.

Rodziny wykltadnicze fy(z) = exp{< ¢(0),T(x) > —A(0)}h(x), gdzie
0 € ©CR~

Naturalna parametryzacja rodziny wyktadniczej.: n = ¢(6), f,(z) =
exp{<n, T(x) > —A(n)}h(x).

Przyktad

Wezmy Xi,..., X, obserwacji, z|0 ~ fo(z), fo(x) = exp{< 0,T(z) —
A(0)}h(x) - rozktad obserwacji

Olu,v, v € R* v € R - k+1 parametréw, I1(0) = exp{< 0,u > —vA(0)} -
rozktad a priori

fo(z1,...,xn) ~ exp{< 0, =T (x; > —nA(f)} - rozklad laczny

0|z, pu,v) = folxy, ..., 2 )0, v) = exp{< O,p+ X T(x;) > —(n +
v)A(0)} - rozklad a posteriori

Rozdktady a priori i a posteriori sa sprzezone.

Funkcje tworzace momenty ™7 (z)® = Ee<tT(®)>



WYKLAD 6, 15.11.2010

44.

Model hierarchiczny (bayesowski). Lancuchy Markowa: algorytm Metropo-
lisa - Hastingsa, probnik Gibbsa.

WYKLAD 7, 22.11.2010

45.
46.

47.

48.

49.

0.

ol.

02.

23.

o4.

25.

Gra w kodowanie.

Podstawy statystyki bayesowskiej - konstrukcja modelu bayesowskiego:
X - przestrzen obserwacji

{Py : 8 € O} - rodzina rozktadéw prawdopodobienstwa na X (niewiele
tracimy od razu postugujac sie gestosciami)

p - miara na X (mamy o cialo)

fo - gestosé Py wzgledem p; Py(A) = [4 fo(x)p(dx)

O - przestrzen parametrow 7 - rozktad prawdopodobienstwa na ©

v - miara na 0

7 - gesto$¢ m wzgledem v (a priori).

Def. f(0,2) = (df)m(0) fo(x) - taczna gestosé na © x X wzgledem miary
v X L.

f(z16) = L) = folw)

Wzér Bayesa, rozklad a posteriori (m,(0)): f(6|z) = £ (xlca()g;;r(e) - rozktad
taczny w liczniku; gdzie f(x) = fo fo(x)m(0)v(dF).

Model statystyczny - podanie rodziny rozktadéw prawdopodobienstwa
zaleznych od 6. Model bayesowski - rozktad taczny, dwuwymiarowy.

L(6,a) - argumenty: parametr i akcja, ktora podejmujemy, L : © x A — R,
gdzie A - zbior akcji. Regula zrandomizowana o : X — A.

Reguta jest m*-bayesowska, jesli minimalizuje ryzyko bayesowskie, tzn.
jesli r(m, 8,) infsr(m, d).

R - ryzyko niebayesowskie

R(0,6) = EgL(0,d(x)) = /x L(0,6(x)) fo(x)u(dx) = E[L(0,(z))|v = 0].
Ryzyko bayesowskie r(m,0) = EL(v,6(z)) = [o R(0,0)n(0)v(df) =
Jo Ix L(0,0(x)) fo(x)pu(dz)m(0)v(db) = (x).

Podstawowe tw. statystyki bayesowskiej Jezeli Vo Ja* = §*(x) taka ze
E[L(v,6*(z))|X = x] = inf,eqa E(L(5,a)|X = z) to §* jest regula bayesow-
ska. E[L(v,a)|X = z] = fo L(0,a)m,(0)df - w zadaniach chcemy minimali-
zowaé ta catke (po skorzystaniu z tw. Fubiniego mamy, ze (%) = r(7,d) =

Ix Jo L(0,0(x))m,(0)d0 f (x)dz).
Optymalna reguta a priori a* = argmin Jo L(0,a)m(0)d6.
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WYKLAD 8, 29.11.2010

06.

o7.

o8.
29.
60.

61.
62.
63.

64.

65.
66.

Teorio-decyzyjne podstawy analizy dyskryminacyjnej: obserwujemy
obiekt nalezacy do jednej z podpopulacji 1,...,k i mamy zdecydowac, do
ktérej nalezy na podstawie obserwowanych cech X = (Xi,...,Xy), np.
diagnoza medyczna, bankowos¢, rozpoznawanie symboli.

Matematycznie:

X - wektor losowy w R X ma w podpopulacji i rozklad f; (gestoéé)

m; - prawdopodobientwo a priori, ze obiekt nalezy do i-tej podpopulacji
m + 7, = 1. Zaktadamy, ze fi,..., fr i m,..., 7T - znane.

© = {1,...,k}, 8 = i. Musimy wybraé, z ktorego rozktadu prawdopo-
dobienstwa pochodzi obserwacja, z ktérej podpopulacji: A = © lub A =
© U {0} (0 - zawieszanie decyzji)

Funkcja strat - macierz L(i,7), 1 € O, j € A.

Wzér Bayesa (dyskretna wersja): w(i|x) = ff(%r, f(x) =3xF, fi(z)m;.
Regutla klasyfikacyjna 6 : X — A.

Ryzyko bayesowskie
r(m,0) =7(0) = EL(I,0(X)) = Xk m Ix fi(x)L(i,6(x))dx.

Reguta bayesowska ¢* - minimalizujaca ryzyko bayesowskie.
Ryzyko a posteriori % | 7(i|z)L(i,j) — minj € A.

Whniosek (podstawowa regula bayesowska)
§*(x) = argmin; XF | w(ilx)L(4, j).

Klasyczny przyklad (wielowymiarowe rozktady normalne): lda (f; =
N(u;, V), qda (f; = N(u;, V;)=- dwie podstawowe funkcje.

Obszar decyzyjny D; = {z : 0*(z) = j}.

Estymacja nieznanych rozkladéw w klasach f;.



WYKLAD 9, 06.12.2010

67.

68.

69.

70.

71.

72.
73.

74.

75.

76.

77,

Modele liniowe Predykcja: X = (X1,...,X,,), Y - zmienna losowa. SSzu-
kamy Y = h(X) = ¢+ X, ¢ X;.
Def. Y = h(X) jest najlepszym liniowym predyktorem Y (BLP(Y)),
jesli:

o h: RY — R jest funkcja liniowa

e BE(Y —h(X))??< E(Y —g(X))? Vg: R" — R, liniowa
Twierdzenie Y = h(X) = ¢y + 0, ¢;X; jest BLP(Y), jesli (co,c1, - - ., cn)
spetliaja uktad réwnan:

", Cou( X, Xi) =Cov(Xy,Y), k=1,....n
Coy — EY — Z?Zl C@EAXYZ

Def. Y = g(X) jest nieobcigzonym predyktorem Y, jesli E,,(Y —
9(X)) = 0Vm
Def. Y = BLUP(Y) - best linear unbiased predictor, jesli:

e h(X) jest nieobcigzony

e h: R" — R jest funkcja liniowa

e E,(Y — h(X))? < E,(Y — g(X))? Vg(X) = Y - nieobciazony, liniowy.
Uwaga Y — m, to BLUP — BLUE.
Def. m = g(X) nazywamy nieobcigzonym estymatorem m, jezeli
Eng(X)=m.
Def. m = BLUE(m), jesli:

e jest liniowa funkcja

e jest nieobcigzony

o Var,h(X) < Var,g(X) Yg(X) = m - nieobciazony, liniowy.
Od tej pory przyjmujemy zalozenia:

(i) EnX: = EnY =m

(i) Covy (X, Xi) = Cov(X;, Xi)
(iii) Covy(X;,Y) = Cov(X;,Y).
Twierdzenie Przy warunkach (i)—(iii) h(X) = co+>1"; ¢; X; jest BLUP(Y),
jezeli:
(W1):¢p=0,"" ¢, =1
(W2): INeR T, ¢;Cov(X;, Xi) — Cov(Xp,Y)=XNEk=1,...,n
Twierdzenie Przy warunkach (i) — (iii), jezeli BLP(Y) = (X m) 1 jezeli
uda nam sigpoliczy¢ m = BLUFE(m), to BLUP(Y) = h(X,m).
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WYKEAD 10, 13.12.2010 Predykcja/liniowa predykcja

78. Predyktory (od najlepszego do najgorszego):

e BP - najlepszy predyktor wsrod wszystkich funkcji X; r*(z) = E(Y|X)
- warto$¢ oczekiwana a posteriori w modelach bayesowskich. Trzeba

zna¢ rozktady prawdopodobienstwa fy(z), 7(0), E(0;| X1, ..., X,

e BLP - best linear predictor, najlepszy predyktor wsrod liniowych, r* =
br*ta*. bt = CVEN) ox — By _p* Dla X = R" 1*(z) = a*+3 bl

VarX
Woéwezas skalarnie:

P biCov(X;, Xy, = Cov(Xy,Y), k=1,...,n,

1=1"

a* = EY — " b'EX,.

BLP(X,+1) = BLP(u(f)) = 2X + (1 — 2)m, gdzie X = 15", X;,

2

2 - wspolezynnik zaufania.
2

Trzeba znaé¢ a?, s, m.

z =

e BLUP - trzeba znaé¢ komponenty wariancyjne (i BLUE - best linear

unbiased estimator)

e EBLUP - nic nie trzeba znac, trzeba wierzy¢ w model.

79. Model bayesowski - podstawowy model statystyki bayesowskiej:
(X1, X0, Xng1) ~iia fo(o)
7(+) - gestos¢ a priori 0: f(0, 21, ..., 20, xye1) = 7(0)m; fox;).
Dobrze jest operowaé skrotami: u(0) = E(X;|0) = [ x; fo(x;)dz;.
o?(0) = Var(X;|0)
m = Eu(f) = EX;
Komponenty wariancyjne, VarX; = s> 4+ a*:
a’ = Varu()
s = Ed*(0) = [ o*(0)7(0)db.



WYKLAD 11, 20.12.2010
0. Model Buhlmanna Strauba:
® 01,X11, N ;Xlnl

Opy Xp1, -+ Xpn,
gdzie Xj; - szkody j-tego klienta w i-tym roku, 6; - zmienna strukturalna
dla j-tego wiersza

e zalozenie bayesowskie, taczny rozktad: f((0;), (x;:)) = IT; 7(0; i fo, (i)

e empiryczne podejscie bayesowskie:
;= E(X],\ej, T = Var(X;l0;), m = EX; = Eu(9), s* =

Ea?(0;), a*> = Var,u(él)

e BLP(u(0;)) = z;X; + (1 — z;)m, gdzie X; = %74 w”Xﬂ, zj = % -
wspoOtezynnik zaufania
BLUE(m) = %; 2 X; (trzeba znaé s* i a?)
BLUP(u(0;)) = 2j X + (1 = zjm (jw.) . o
EBLUP(/L(@”) = éij + (1 — ?:“j)m, gdzie Zj = wwfiaA m = Zj %XJ

.62 45§27

(m - m z dwoma daszkami).
81. Estymacja komponentéw wariancyjnych
o SSW =5, % wii(Xj — X;)%, E(SSW) = (n. — p)s?, nieobciazony es-
tymator s?: 8% = ﬁSSW
¢ SSB = Sw.(X; — X)?, gdzie X = %
»(SSB — 2=-SSW)

X; = 5% ot Xy, a?

wij.
w..

ZJ w]
e metoda oparta na pseudoestymatorach (REML) a* = ]ﬁ ¥ 2( X —
m)?, Fa* = a®.

82. Modele liniowe mieszane:
Xii=m+ (u(0;) —m) + (X;; — u(0;)) = m+ uj + €5, gdzie:
Eu; =0, Esﬂ 0, u z € nieskorelowane i migdzy sobg tez, Varu; = a?,
Vargﬂ = &
Model rozklada sie na addytywne efekty: m (odpowiada za $rednig ogdlng
- liczba); u; (odpowiada za odchylki wierszowe - zmienna losowa); €;; (od-

powiada za odchytki pojedynczej obserwacji z wiersza - btad losowy)

83. Model jednokierunkowej klasyfikacji z efektami losowymi, mie-
szany model liniowy y = X5 + Zu + <.
Po skalaryzacji: 178 + kTu = S0, ;6 + S0_, kju; = p
Szukamy BLP(u), BLUP (), BLUE(IT3) a potem BLP(p) (lemat z éwi-
czen).



WYKLAD 12, 053.01.2011

84.

85.

86.

87.

88.

Bayesowska rekonstrukcja obrazéw (image restoration) - (S, F), gdzie
S - zbiér wierzchotkéw (piksli), E - zbior krawedzi, s € S, t € S, s ~t =
{s,t} € E, 6t = {s ~ t}.

A - alfabet kolorow, z : S — A, x - konfiguracja (obraz), x = (z,, s € 5),
reX =A%

Rozkltad Gibbsa 7(x) = Ziﬁe*BH(l’), H(x) - energia, 8 = 1/T, T - tempe-

ratura, Zg = Y,ex e BH ()

Idea: Wybieramy 7 - rozktad Gibbsa, jako rozktad a priori na X. Obraz

Lprawdziwy”, ,idealny”: x € X; ,zaszumiony”, ,znieksztalcony”: y € Y =
BS.

Def. Rozktad Gibbsa z interakcjami miedzy najblizszymi sasiadami:
H(:U) = D st Jst(xsa xt) + 25 hs(xs)
m(x|y)af(y|z)m(z) - rozktad a posteriori.

Prébnik Gibbsa H(x) = S J(xs, ) + X5 hs(xs), m(ws|x_s) = m(2s|Ts,).
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WYKLAD 13, 10.01.2011
89. Bayesowski model rekonstrukcji obrazow:

e wiarogodnosé: f(y|z) = meesf (ys|zs)
e rozklad a priori (rozklad Gibbsa): 7(z) = Z%; exp|—0 st J (x5, x1)]

e rozklad a posteriori: 7(X|y) = Zigexp[—ﬁ st I (Xsy ) + 25 h(xs]ys)]

(h(xs|ys) = hs(ajs))a W(:E’y) - 7T(JU> ) f(y!x), h(fs‘ys) - lng(ys‘xs)
(bylo:Ss hs(2s) =: Sy Inf(ys|zs) = log f (y[x)).

90. Cel - obliczanie rozkladu a posteriori: n(z, = al|r_s,y) = w(z, =
alr_s) = ﬁ(s)ea:p[—ﬁ Ytims J(a, ) + hs(a)] = m(xs = alzss).

91. Prébnik Gibbsa - podstawowe narzedzie w statystyce bayesowskiej. Na-
lezy do rodziny MCMC (Markov Chain Monte Carlo).

92. MCMUC - podstawy teoretyczne
X - dowolny (skonczony dla uproszczenia), 7 - rozklad ,docelowy” (a po-
steriori, m(z) = P(X =), z € X)

e Generujemy tancuch Markowa X, Xi,...,X,,... na X taki ze
P(X, =) —poo (), X, —n—oo 7.

e Wlasnos¢ Markowa P(X, .1 = y|X, = ,X,1,..., X0 = z9) =
P(Xp1 = y|X, = ) = P(x,y). W klasycznym MCMC postugujemy
sie jednorodnymi tancuchami Markowa.

P(x,y) - prawdopodobienstwo przejscia,
X - przestrzen konfiguracji.

e Def. 7 jest rozkladem stacjonarnym dla P, jesli 77 P = =7, tzn.
ﬂ-(y) = YreX W(:C)P(Slf,y) (Xn ~ T = T, P(Xn—l-l = y) = Y zeX P(Xn =
z) - P(Xni1 =yl X, = 7).

e Uwaga Jesli Xy ~ 7 to Xy, Xq,...,X,,... jest procesem stacjonar-
nym, w szczegolnosci X,, ~ 7.

e Twierdzenie (ergodyczne) Jezeli X jest skonczona, 7 jest rozkladem
stacjonarnym, tancuch jest nieprzywiedlny i nieokresowy to P(X, =
T) =00 T(x) Va dla dowolnego rozktadu poczatkowego Xy ~ .

e Twierdzenie odwrotne Jesli P(X,, = 2) —, .0 Too(x) V1, to 7T P =

T (rozklad stacjonarny).

Moo

e P jest nieprzywiedlny, jesli Vx,y € X dn P"(z,y) > 0 (P"(z,y) =
P(X, =y|Xy=1x)).
e Lancuch nieprzywiedlny jest nieokresowy, jesli Vo, y € X dngVn > n

P"(z,y) > 0 (mozna doj$¢ po dowolnej liczbie krokéw, byle dostatecznie
duzej).
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e Twierdzenie MPWL g: X — R
L0 9(Xi) —nooe Brg = Yaex g(z)m(z) pon.
dla dowolnego rozktadu poczatkowego.
e Twierdzenie CTG /n(: 215 g(z;) — Exg) —a N(0,02%,(g)).
025(9) = Varzg(X) + 252, Cov(g(Xo, 9(Xn))-
e Def. P jest m-odwracalna, jesli n(z)P(z,y) = 7(y)P(y, x).
e Lancuch stacjonarny jest odwracalny, jesli:
PX,=z,X1=y)=P(X, =y, X1 =17)
(X0, X1,..., X)) =4 (X0, X1, ..., Xp).
T

e Stwierdzenie Jedli P jest m-odwracalna to 77 P = 7.
93. Algorytm Metropolisa-Hastingsa

e Mamy prawdopodobienstwa przejscia @ = (Q(x,y)) takie, ze umiemy
generowac¢ tancuch Markowa o przejéciach ). Zaktadamy symetrie

Q(z,y) = Q(y,x). Rozktad U(X) (jednostajny) jest stacjonarny.
e Krok algorytmu (X, = z):
1) Gen Y ~ Q(x,-) - generowanie ,propozycji”
2) Obliczamy a(z,Y) = 7;((1;)) A1
3) z prawdopodbienistwem a(z,Y’) bierzemy X, .1 := Y (akceptacja),
1 —a(z,Y) bierzemy X1 := x (odrzucenie).

e Modyfikacja Hastingsa: () nie musi by¢ symetryczna:

_ mY)QY.X

e T.ancuch Metropolisa-Hastingsa ma prawdopodobienstwa przejscia
P(z,y) = Q(z,y)a(z,y) (y # ).
e Twierdzenie P jest m-odwracalny.

e Whniosek Jesli () jest nieprzywiedlna i 7 nie jest jednostajny to tancuch
Metropolisa-Hastingsa zmierza do m: P(X,, = ) —, 0 7().

e Uwaga Jedli P(z,x) > 0 (po jednym kroku) to tancuch jest nieokre-
SOWY.

e Uwaga Jezeli ms(x) = Ziﬁe_ﬁH(x) i3 — oo, to
mg(x) = m, gdy H(z) = Hpip lub 0 gdy H(x) > Hpin.
Hpin = minge x H(x), Xpin = {x: H(x) = Hppin -

e Symulowane wyzarzanie (simulated annealing, Met + 5 — 00).
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WYKLAD 14, 17.01.2011

94. Bayesowski model rekonstrukcji obrazéw:
€ X =A% 1= (1y)ses, m(x) = e 1@
H(x) - ﬂZSNt J(x& xt) + 25 h(xs‘ys)
h(zslys) = log f(ys|zs), J(ws, 2) = P(|xs — 24]).

95. Szum Piossonowski:

oz, € Ry =(0,00), X =R, 2, — intensywnosci rozktadu Poissona

® Ys|lzs ~ Poiss(xz;), f(ys|zs) = e—xsz‘é:’ ys €{0,1,...}, h(zslys) = —25 +
yslogx

o ;= \Nxg), A= (A(1),...,A\(k)) — paleta intensywnosci, zs € {1,...,k}
— etykiety intensywnosci

e wprowadza sie dodatkowe zmienne, ktore utatwiaja obliczenia; zmienne
pomocnicze (z, A), z = € — etykietki umieszczenie etykietek w weztach;
A = R — umieszczenie intensywnosci w etykietkach, zs = A(zs)

e energia Pottsa=energia a priori (rozklad a priori na z)+energia a po-
steriori; rozktad a priori na A jest rozkladem jednostajnym (na prostej)
H(z,A) = BEst 1(zs # 21) + Zs[—A(2s) + yslogA(2s)]

e Prébnik Gibbsa z ~ m(z|A\) (7(zs|2-5, A)), A ~ m(A]2), A ustalone.

96. PET - positron emission tomography.
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