1 Wstep

1.1 Czym sa efekty losowe?

Jednokierunkowa ANOVA

Na poprzednich zajeciach méwiliSmy o modelach liniowych, o jedno- i dwuczyn-
nikowej analizie wariancji. W tych modelach estymowaliSmy nieznane wartosci
stalych parametrow, W ANOVIE role parametréow pehity efekty réznych po-
zioméw czynnika. W tym przypadku obserwacje zmiennej odpowiedzi mozemy

zapisac¢ jako: Yij=p+a; +e
i=1,2,... k
jJ=12....n

Yi; - j-ta obserwacja na i-tym poziomie czynnika

1 - ogolna wartos¢ srednia

a; - efekt i-tego poziomu czynnika

g;j - niezalezne zmienne losowe ~ N (0, 0?)

Obserwacje Y;;, j = 1,2,...,n dla kazdej ustalonej wartosci wskaznika ¢ two-
rZ3 grupe.

Efekty «; sa stalymi o nieznanych wartosciach, zakladaliémy przy tym, ze
¥ a; = 0. Bez takiego zalozenia wielkosciy i o; nie bytyby okreslone jedno-
znacznie.

Dane zgrupowane:

e kazda obserwacja nalezy do jednej grupy i jest tylko jeden czynnik grupu-
jacy

e hierarchiczne, zagniezdzone zbiory danych - bardziej skomplikowane przy-
padki

e nie mozemy zaktadac¢ niezaleznosci obserwacji, obserwacje sa skorelowane
w ramach grup

e cfekty losowe - wygodne do modelowania tego typu danych
Uzycie efektow losowych jest popularnym sposobem uzywanym do mode-
lowania takich danych.

1. Efekt staly - nieznana liczba, ktora estymujemy z danych
Sa czesto uzywane w modelach liniowych i uogélnionych modelach linio-
wych

2. Efekt losowy - zmienna losowa, estymujemy parametry opisujace rozktad
efektu losowego



1.2 Przyktady

1. Z astronomii:
1861 r. - astronom Airy sformutowal model Y;; = p 4+ «; + €;; z losowymi
efektami a; do opisu obserwowanych przez teleskop obiektéw astronomicz-
nych.
Obserwacje Y;; opisywane sg mianowicie jako suma parametru statego p,
okreslajacego S$rednig warto$¢ obserwacji, losowego efektu i-tej nocy oy,
spowodowanego zmiennyim warunkami atmosferyczymi lub innymi czyn-
nikami losowymi charakterstycznymi (i statymi) dla danej nocy, oraz btedu
losowego €;; obserwacji Y;; spowodowanego czynnikami losowymi réznymi
od czynnikéw statych dla danej nocy, sktadajacych sie na efekt «.
Jasne, ze potraktowanie efektu czynnika nocy jako statego, a nie losowego,
bytoby bardzo grubym btedem.

2. Z medycyny:
Zazwyczaj interesuje nas lecznie konkretnymi lekami i traktujemy efekty
wywotane przez te leki jako state. Sensownie jest jednak uznaé efekt pacjen-
tow za losowy. Traktujemy pacjentéw poddanych leczeniu, jako wybranych
losowo z wigkszego zbioru pacjentéw, ktorych cechy chcemy estymowac.
Zwykle nie interesuje nas wylacznie ta waska grupa pacjentow, ale cata
populacja pacjentow.

Kiedy uzywac¢ efektow losowych? Czasem w miare jasne jest, ze np. lepiej
byltoby uzy¢ efektow losowych, ale w niektorych przypadkach, moze by¢ kwe-
stig dyskusji, czy efekty losowe czy state beda bardziej odpowiednie. Uzycie
efektow losowych jest ambitniejsze w takim sensie, ze prébujemy powiedzieé
co$ o szerszej populacji a nie tylko naszej konkretnej probce.

e ody efektom danego czynnika nie mozna przypisaé¢ charakteru statego, na-
lezy uznac je za losowe

e ody chcemy uzyska¢ informacje o catej populacji, nasze obserwacje trak-
tujemy jako probke z catej populacji

e niektorzy statystycy polecajg zawsze uzywanie efektéw losowych

1.3 Model mieszany

7 efektami, ktore rozsadnie jest przedstawi¢ jako losowe, spotykamy siew prak-
tyce nierzadko, zwlaszcza wtedy, gdy mamy do czynienia ze zjawiskami bar-
dziej ztozonymi, niz zjawiska dajace sieopisa¢ za pomocg modelu jednokierun-
kowej klasyfikacji. Jak wiadomo, modele analizy wariancji mozemy przedstawic
jako modele liniowej analizy regresji z odpowiednio okrestong macierza planu
doswiadczenia X.



e w modelu mieszanym pojawiaja sie efekty state i efekty losowe

e najprostszy przyktad - model dwukierunkowej klasyfikacji:
Yijk = b+ T; +Vj + Eijk

gdzie

i, 7; - efekty state

efekty losowe, i.i.d.: v; ~ N(0,02)
Eijk ™~ N(O, (72)

Przyktad - badania biologiczne:

Dla przyktadu, w badanich biologicznych czesto bada sigjakascehce potom-
kéw zadanej populacji 1 matek. Powiedzmy, ze wartos¢ tej cechy rozsadnie jest
uzalezni¢ od ptci potomka. Mozna wowczas zbadaé¢ trafno$é przyjecia modelu
dwukierunkowej klasyfikacji z efektami czynnika ptci, jako efektami statymi
oraz efektem j-tej matki, 7 = 1,2,...,[, jako efektem Z efektami, ktore rozsad-
nie jest przedstawi¢ jako losowe, spotykamy siew praktyce nierzadko, zwtaszcza
wtedy, gdy mamy do czynienia ze zjawiskami bardziej ztozonymi, niz zjawiska
dajace sieopisa¢ za pomocamodelu jednokierunkowej klasyfikacji.

Y;ix oznacza m-tg obserwacje na i-tym poziomie czynnika pte¢ (m = 2) i j-tym,
losowym poziomie czynnika matka, p jest ogélna wartoscia srednia, 7; jest (sta-
lym) efektem t-tego poziomu czynnika ple¢, v; jest efektem zwigzanym z j-ta
matka, n;; jest liczbg potomkéw i-tej pici j-tej matki oraz €5, sg niezaleznymi
zmiennymi losowymi o rozktadzie normalnym N (o, 0?). O efektach statych za-
ktadamy jak w ANOVIE, ze sumuja sie do zera. Dodatkowo zaktadamy zwykle,
ze efekty v; sg nieskorelowane miedzy sobg i z bledami €, posiadaja zerowa
warto$é¢ oczekiwang i wspolng wariancjg o2 > 0, niezalezng od wskaznika j.

Estymacja efektow, przykiad
Hipoteza zerowa przy estymacji efektow:

e stalych - w modelu mieszanym chcemy estymowac 7; i testowac¢ hipoteze:
Hy:7,=0W
e losowych - Hy: 62 =0
Roznica - w pierwszym przypadku musimy przetestowaé¢ wiele parametrow
efektu statego, podczas gdy w drugim przypadu estymujemy i testujemy jed-

nynie jeden parametr efektu losowego.
Teraz powiemy wiecej o estymacji i testowaniu modeli losowych i mieszanych.

2 Estymacja

Estymacja efektéw w modelu losowym jest mozliwa przy uzyciu:



e klasyfikacji jednokierunkowej (ANOVY)
e metody najwiekszej wiarogodnosci (ML)

e metody najwiekszej wiarogodnosci z restrykcjami (REML)

2.1 Jednokierunkowa klasyfikacja (ANOVA)
Najprostszy model losowy - model jednokierunkowej klasyfikacji (ANOVA):

Yij =+ a; + ey

j=1...,n
a; ~ N(0,02)
eij ~ N(0,02)

2 2

ag

e Komponenty wariancyjne: o, oz

2
e Wewnatrzgrupowy wspélczynnik korelacji: p = O_fiﬁﬂ
Estymatory

e Dekompozycja wariancji:

PONPD DN (TR LD DHIND DA (TR 5 L s DI DN ¢/
SST =SSE+ SSA

e E(SSE)=a(n—1)o?
E(SSA) = (a—1)(no? + o2)

e Estymatory:
62 =S8SE/(a(n—1)) = MSE
52 — S8A/(a=1)=62 _ MSA-MSE

n n

Wady korzystania z ANOVY:
e estymator wariancji moze przyjmowacé ujemne wartosci

e skomplikowane obliczenia w przypadku gdy dane sa niezbalansowane

2.2 Metoda najwiekszej wiarogodnosci (ML)

Jak widzimy ANOVA nie jest doskonata. Szukamy metody, ktéra bedzie dzia-
tata dobrze dla danych niezablansowanycy, ktora bedzie mozna tatwo zastoso-
wac 1 nie bedzie probleméw z ujemnag wariancja. Te warunki spetnia ML.

e nie ma takich wad jak ANOVA

e musimy zalozy¢, jaki rozktad maja bledy i efekty losowe (zwykle rozktad
normalny)
ML zadziatg tez dla innych rozktadow, ale zwykle nie rozwaza si¢ innych
rozktadow niz rozktad normalny.

e dla modelu wylacznie z efektami stalymi mamy model:

y=XB+e, y~N(Xp, 0%



gdzie

X - macierz planu doswiadczenia nxp
(8 - wektor p stalych parametrow

e - wektor bledow losowych

Model mieszany Ww. model mozemy uogélni¢ na model mieszany. Majac
dane wartosci efektéw losowych mozemy modelowaé odpowiedz y.

e dla modelu mieszanego:
y=XB+Zy+e, yly~ NXB+ Zv,0°1)

gdzie

Z - macierz nxq opisujaca wptyw efektow losowych na obserwacje y

~v - wektor ¢ efektow losowych

e - wektor bledow losowych

Przyjmuje sie, iz wartosci oczekiwane obydwu wektoréw losowych sa wek-
torami zerowymi. O macierzy kowariancji wektora ¢ zaktada si¢ zwykle, ze
jest macierza diagonalng o postaci 021, gdzie I jest macierza jednostkows.

e dalej zaktadamy, ze v ~ N(0,0%D), Na macierz kowariancji wektora efek-
tow losowych v nie naktada sie w ogdlnoséci zadnych ograniczen (poza
oczywistym wymaganiem jej symetrycznosci i nieujemnej okre$lonosci);
macierz te zapisuje sie zwykle jako réwna 2D
wowcezas mozemy zapisaé rozktad y (bezwarunkowy)

vary = varZy +vare = 02 ZDZT + 021
y~ N(XB,0*(I +2ZDZT))

e przyjmuje si¢, ze wektory losowe 7 i € sg niezalezne

Przy takich zatozeniach macierz kowariancji wektora obserwacji Y ma postac
0’ZDZT + 0?I. Najczesciej przyjmuje sie ponadto, ze zaréwno wektor ¢ jak i
wektor 7 maja rozklady normalne (o podanych parametrach)

Estymacja przy uzyciu metody najwiekszej wiarogodnosci (ML)
Gydbysmy znali D, wéwczas moglibySmy estymowaé¢ [ przy uzcyiu metody
najmniejszych kwadratow. Jednak estmacja komponentow wariancyjnych D
jest jednym z celéw naszej analizy. W tej sytuacji jedng z metod estymacji,
ktorg mozemy tutaj uzyé¢ jest metoda najwiekszej wiarogdnosci.

o jedli przyjmiemy, ze V = I + ZDZ7, wéwcezas taczna gestosé y wynosi:

1

o~ 22 (=XB)TV 1 (y-Xp)
(277)7L/2‘0-2V|1/2

e logarytm wiarogodnosci:



(8,0, Dly) = —%log2m — 3log|oV| — 55 (y — XB)"V ™ (y — XB)

e estymacji podlega nieznany wektor staltych parametrow modelu (3, warian-

2

cja 0”1 macierz komponentéw wariancyjnych D

Wszystko wydaje si¢ proste, jednak w praktyce moze to stwarza¢ trudnosci.

Wady korzystania z metody najwiekszej wiarogodnosci (ML):

e trudnosci w przypadku bardziej ztozonych modeli, wymagajacych estyma-

cji wiekszej liczby paremetrow efektow losowych pojawiaja sie trudnosci.

e problem z estymatorem wariancji, gdy maksimum wiarogodnosci jest przyj-

2.3

24

mowane dla ujemnych wartosci. Czesto trzeba w takich sytuacjach przyjac
po prostu, ze estymator wariancji wynosi zero (gdy pochodna wiarogodno-
Sci nie zeruje sie np. dla wartosci nieujemnych). To komplikuje obliczenia
numeryczne.

estymatory sg czesto dosé silnie obcigzone (7)

Metoda najwiekszej wiarogodnosci z restrykcjami (REML)

nie ma wielu wad, ktore dotyczylty ANOVY i ML
préobuja rozwigzac¢ problem obcigzenia

dla danych zbalasowanych, estymatory obliczone przy uzyciu REML sg
zwykle takie same jak obliczone przy uzyciu ANOVY

dostajemy estymatory nieobcigzone lub o zredukowanym obcigzeniu

idea: bierzemy liniowa kombinacje X taka ze KTX = 0.

Wowezas: KTy ~ N(0,0? KTV K),

nastepnie mozemy korzystaé¢ z metody ML (nie mamy juz efektow statych)
Kiedy juz zastymujemy efekty losowe, mozemy tatwo estymowac¢ parame-
try efektéw statych

R

REML

Teraz zaprezentujemy estymatory uzyskiwane metoda najwickszej wiaro-
godnodci. Uzywamy pakiety lme4 (dopasowuje modele mieszane; wezesniej
nlme).

Model jak widzimy ma efekty state i losowe. Efekty losowe tutaj to przecie-
cie prezentowane przez pierwszg jedynke w formule modelu. Efekty losowe
sa reprezentowane przez (1 operator) - zaznaczone jest, ze dane sg zgrupo-
wane po operatorze, 1 oznacza, ze fekt losowy jest staty w kazdej grupie.



REML jest domy$lna metoda dopasowania (tutaj jest uzyty). Widzimy,
ze daje identyczne estymatory jak ANOVA, 62 = 0.106, 62> = 0.068 i

©* = 60.4. Dla danych niezbalansowanych estymatory REMLA i ANOVY
niekoniecznie saidentyczn.

e ML
Mozemy tez skorzystaé¢ z tradycyjnej metody najwiekszej wiarogodnosci.
Jak widzimy wariancja miedzy grupami wynosi 0.0482 i jest mniejsza niz w
REMLu, natomiast wariancja wewnatrz grupy wynosi 0.1118 i jest wicksza
niz poprzednio.

3 Testowanie
3.1 Test ilorazu wiarogodnosci

Uzywaja standardowej teorii wiarogodnosci, mozemy wyprowadzi¢ test, ktory
stuzy do poréwnywania dwoch zagniezdzonych hipotez Hy) i Hy, obliczajac
test ilorazu wiarogodnosci.

Do poréwnywania hipotez Hy i H; uzywamy testu ilorazu wiarogodno$ci:

2(1(B1, 61, Dily) — U(Bo, 60, Doly)
gdzie
B1, 61, D1 - estymatory najwiekszej wiarogodnosci (MLE) parametrow przy hi-
potezie zerowej
8o, 00, Do - MLE przy hipotezie alternatywne;j

Rozklad zerowy tej statystyki testowej to w przyblizeniu rozktad y? z liczba
stopni swobody réwng réznicy stopni swobody w modelu zerowym i pierw-
szym (w wymiarach dwoch przestrzeni parametréw (gdy modele sa identyfiko-
walne)).

Wady testu ilorazu wiarogodnosci:
e test jest przyblizony i czesto przyblizenie to jest nienajlepsze

e wymaga wielu dodatkowych zatozen, np. parametry przy hipotezie zerowej
nie moga by¢ na brzegu przestrzeni parametrow
Jako, ze w naszym przypadku Hy : 6% = 0, to stanowi to prawdziwy
problem. Nawet jesli te warunki sa spetnione, to przyblizenie rozktadu y?
jest bardzo kiepskie.

3.2 Testowanie efektow statych

e jesli chcemy uzy¢ testu ilorazu wiarogodno$ci do poréwnania dwoch za-
gniezdzonych modeli, ktére réznig sie tylko efektami statymi, to nie mo-

7



3.3

zemy uzy¢ metody REML do ich poréwnania. Przyczyng jest to, ze REML
estymuje efekty losowe przez rozwazanie liniowych kombinacji danych,
ktore likwiduja efekty state. Jesli te efekty state zostang zmienione, wow-
czas wiarogodnosci dwoch modeli nie bedg bezposrednio porownywalne.

Jesli chcemy korzystaé z testu ilorazu wiarogodnosci do testowania efektéw
statych uzywamy ML.

p-wartosci generowane przez test ilorazu wiarogodnosci dla efektow statych
sg przyblizone i czesto zbyt mate, przez co wyolbrzymiajg wage niektorych
efektow.

do znalezienia doktadniejszej p-wartosci testu iloraz wiarogodnosci mo-
zemy uzy¢ metody parametryczego bootstrapu. Generujemy dane (przy
zatozeniu modelu zerowego uzywajac dopasowanych estymatoréw przy hi-
potezie zerowej)a nastepnie obliczamy test ilorazu wiarogodnosci dla tak
wygenerowanych danych. Powtarzamy to wielokrotnie i uzywamy otrzy-
manych wynikow do ocenienia istotnosci obserwowanej statystyki testowe;.
Metoda ta zostanie zaprezentowana pozniej.

alternatywnie: mozemy uzy¢ standardowych testéw F' lub t (parametry
efektu losowego warunkujemy po estymowanych wartosciach)

Tutaj zaktadamy, ze kowariancja losowej cze$ci modelu, D, jest rowna es-
tymowanej wartosci i postepujemy tak jak w metodzie najmniejszych kwa-
dratow.

Testowanie efektéw losowych

hipoteza zerowa zwykle ma postaé Hy : 02 = 0

problem - to nie jest wnetrze przestrzeni parametrow, a standardowe ob-
liczenie asymptotycznego rozktadu y? dla ilorazu wiarogodnoéci opiera sie
o hipoteze zerowa lezaca we wnetrzu przestrzeni parametrow. To zatozenie
jest ztamane, kiedy testujemy, czy wariancja jest réwna zero.

rozktad zerowy jest wtedy w ogélnosci nieznany, musimy zastosowaé me-
tody numeryczne (bootstrap), jesli chcemy dokladniej testowac.

jesli jednak przyjmiemy, ze otrzymujemy rozktad x? ze standordows liczba
stopni swobody, wowczas otrzymana p-wartosé¢ bedzie zwykle wieksza niz
powinna. To oznacza, ze jesli obserwujemy istotny efekt uzywajac przybli-
zenia x2, to mozemy by¢ na 100 % pewni, ze ten efekt jest rzeczywiscie
istotny.

Jesli, otrzymujemy watpliwe wyniki, powinnismy skorzystac¢ z doktadniej-
szej, ale czasochtonnej metody bootstrapu.



