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Spis tresci

O czym bedzie mowa?

odwzorowanie logistyczne i trdjkatne (,tent map”)
zbiér Mandelbrota, zbiér Julii, fraktale, atraktory

w jakich warunkach pojawia sie chaos?

e 6 o6 o

rézne wymiary fraktalne, zwiazki zachodzace miedzy nimi; ich
uzycie w mierzeniu zjawiska chaosu; estymacja wymiaréw

@ zastosowania uktadéw dynamicznych, nieliniowych w réznych
dziedzinach nauki
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Przyktady
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Odwzorowanie logistyczne

Odwzorowanie logistyczne
Xep1 = wxe(1 — x¢)

gdzie0< <1, 0<w<4

Zachowanie odwzorowania logistycznego dla réznych w:
@ 0 < w < 1: istnieje tylko jeden punkt stacjonarny o =0
(przyciagajacy)
e 1 < w < 3: obok punktu By = 0 (odpychajacy) pojawia sie
drugi punkt staty 81 =1 — l (przyciagajacy)
® 3<w<1++6: B (punkt odpychajqcy) poza tym tworzy
sie cykl dtugosci 2, ztozony z punktéw ﬂl/z = wtlivw —2w-3 Vz‘fz“’
o 1+ /6 < w: cykl dtugosci 2 staje sie odpychajacy i tworzy sie
cykl dtugosci 4, kolejne podwajanie dtugosci cyklu nastepuje
az do w =~ 3,574
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Odwzorowanie logistyczne, w = 0,95
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Odwzorowanie logistyczne, w = 1,60
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Przyktady
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Odwzorowanie logistyczne, w = 2,80
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Odwzorowanie logistyczne, w = 3, 40
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Odwzorowanie logistyczne, w = 3,47
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00000080

Odwzorowanie logistyczne, w = 3,90
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Diagram bifurkacyjny
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Odwzorowanie tréjkatne

| xefw, for 0 < x¢ < w,
T 1-x)/(1-w), forw<x<l,

w jest stata 0 <w < 1, x¢ € [0, 1]

X1

X
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Odwzorowanie tréjkatne

Jak otrzymac odwzorowanie tréjkatne z odwzorowania
logistycznego?
Odwzorowanie logistyczne z w = 4, x, € [0, 1]

Xpt1 = 4xp(1 — xp)

e Podstawienie: x, = sin®0, z 0, € [0,7/2]
o sin?6,.1 = 4sin®0,cos?6, = sin®(26,)

e Chcemy aby 0 € [0,7/2], zatem przyjmujemy:

0 .. 20, gdy 0< 0, < 7/4
T - 20, gdy m/4 < 0, < 7/2

e Podstawienie y, = 20, /7 (aby dosta¢ y, € [0,1])



Przyktady
00 ®00000VX

Odwzorowanie tréjkatne

@ Dostajemy:

B [ 2y, gdy 0 <y, <1/2
f(y,,) = Yn+1 = { 2(1 _yn) gdy 1/2 < ¥n < 1

@ Popatrzmy na rozwiniecie dwdjkowe y,:
Yn = ag.aiazasas . . ., gdzie Yn = Zj’io aj2’f.
Podwojenie y,, odpowiada przesunieciu przecinka o jedno
miejsce w prawo:
Yn = ao-adi1adz2aza4 .. .,
2y, = 31.32333435 . . ..
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Odwzorowanie tréjkatne

@ Oznaczmy a =1, gdy a=0oraz 3 =0, gdy a = 1, zauwazmy,
ze:

(2—2y,) =2 — a1.a2a33435 ... = 31.32333135 . . .
e Dla y € [0,1] mamy zawsze ag = 0 (1 to 0.(1)*°).
Uzywamy notacji (ry ... r,)*° do zaznaczania, ze ry ... r,
powtarza sie nieskonczenie wiele razy.
o Jedli y, < 1/2, to a; = 0, wiec ypy1 = 0.apa3asa5 . . ..
Jedli y, > 1/2, to a1 = 1, wiec
Yn+1 = 2 — 1.32233485 el = 0.&1_23_33_42_5 NP
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Odwzorowanie tréjkatne

o Jedli y, = 0.a1apazay ..., to mamy przeksztatcenie

) O.apazagas ... dlaa; =0
Y1 = 0.52533_455 NN dla d) = 1

Rozwazmy trzy przypadki:
@ yp niewymierne — orbita rozpoczynajaca sie w yp nie jest
periodyczna
@ Yo wymierne o skoficzonym rozwinieciu dwdjkowym
yo = 0.a1...a,, yj = 0 dla wszystkich j > n — orbita konczy
sie w zerze po skonczonej liczbie iteracji

@ Yo wymierne o nieskonczonym, okresowym rozwinieciu
dwdjkowym
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Odwzorowanie tréjkatne

@ yp wymierne o nieskonczonym, okresowym rozwinieciu
dwdjkowym
Yo = 0.b1b2b3b4b5 e bn(2132 e am)°°
1= 0.b2b3b4b5 ce bn(3132 Ce am)oo lub
0.bybsbybs ... by(a1az -~ am)™ itd.
yn=0.(a1a2...3m)* lub 0.(3132 - -a,)™
Co dzieje sie gdy yp, = 0.(a1a2...am)>?
F(Yn) = yn lub £7(yn) = ¥n

W drugim przypadku, poniewaz f(¥) (y) dla kazdego y, to

—f
F7(yni1) = F7(F(yn)) = F(F7(vn)) = £(Vn) = F(¥n) = yota

@ Whniosek: kazda liczba wymierna lezy na orbicie periodycznej;
zadna z nich nie jest stabilna - np. wezmy
yo=0.a1a2...apap41... 120 =0.a1a2...anbps1 ...,
an+1 7 bny1.
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Odwzorowanie tréjkatne

Podsumowanie:

Nie ma orbit stabilnych, ale wszystkie wymierne liczby maja albo
okresowe orbity albo osiagaja zero po skonczonej liczbie iteracji.
Wszystkie liczby niewymierne yp maja orbity nieperiodyczne,
mozna pokazaé ze rozktad punktéw wzdtuz takiej orbity jest
losowy, chociaz ewolucja jest deterministyczna.
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Odwzorowanie tréjkatne

Odwzorowanie przedstawione w artykule jest ogdlniejsze i
nazywane asymetrycznym odwzorowaniem tréjkatnym
(,,assymetric tent map”), x; € [0, 1]

i Xew, for 0 < x¢ <w,
HL7Y 1—x)/(1—w), forw<x <1,

gdzie w jest stata, 0 < w < 1.
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Odwzorowanie tréjkatne

T T T T
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Trajektoria dla w = 0,4 oraz warunku poczatkowego xg = 0, 19.
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Stata Feigenbauma

Stata Feigenbauma

Mitchell Feigenbaum w 1978 r. zbadat granice wyrazenia:

Wp — Wp-1
= et
Wnp41 — Wp

n=1,2,..., w, - n-ty punkt bifurkacji.

0n —n—oo 4.669201609. .. — stata Feigenbauma
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Historia

Umyst, ktéry w jakim$ danym momencie znatby wszystkie sity
ozywiajace Przyrode i wzajemne potozenia sktadajacych sie na nig
bytéw i ktéry bytby wystarczajaco potezny, aby poddac te dane
analizie, mégtby stresci¢ w jednym réwnaniu ruch najwiekszych
ciat wszechswiata oraz najdrobniejszych atoméw: dla takiego
umystu nic nie bytoby niepewne, a przysztos¢, podobnie jak
przesztos¢, miatby przed oczami.

Pierre Simon de Laplace, 1776

... ale nie zawsze tak jest. Moze sie zdarzyc, ze mata réznica w
warunkach poczatkowych spowoduje wielka zmiane w ostatecznym
zjawisku. Maty bfad w przesztosci spowoduje wielki btad pozniej.
Predykcja staje sie niemozliwa.

Henri Poincaré, 1903
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Historia

Historia

Historia badan nad nieliniowymi uktadami dynamicznymi i
chaosem:

@ 1899 — analiza uktadéw planetarnych, Poincaré

@ 1963 — poczatkowo niedoceniona praca Lorenza dotyczaca
meteorologii

o lata 70. i 80. XX wieku — eksplozja zainteresowania ta
tematyka
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Historia

Praca Lorenza

Edward Lorenz opublikowat w 1963 r. prace pt. Deterministic
Nonperiodic Flow w Journal of the Atmospheric Sciences.

Streszczenie artykutu Lorenza: Mozna sformutowac skoriczone uktady
nieliniowych deterministycznych réwnan rézniczkowych zwyczajnych,
opisujacyh wymuszony, dyssypatywny przeptyw hydrodynamiczny.
Rozwigzania tych réwnan moga by¢ utozsamione z trajektoriami w
przestrzeni fazowej. Dla uktadéw z ograniczonymi rozwigzaniami
stwierdzono, ze rozwigzania nieokresowe sa niestabilne w stosunku do
matych odksztatcen, tak ze stany poczatkowe rézniace sie nieznacznie
moga rozwijac sie w stany znacznie rézne od siebie. Pokazano, ze ukfady
0 ograniczonych rozwigzaniach maja ograniczone rozwigzania liczbowe.
Rozwigzano numerycznie prosty uktad przedstawiajacy konwekcje
komérkowa. Wykryto, ze wszystkie z rozwigzan sa niestabilne i ze prawie
wszystkie sa nieokresowe.

Zbadano mozliwos¢ dokonywania bardzo dfugoterminowych prognoz

pogody w swietle tych rezultatéw.
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Fraktale
€000

/biér Mandelbrota

Zbioér Mandelbrota

Zbiér ten tworza punkty ¢ € C, dla ktérych cigg opisany
réwnaniem rekurencyjnym

20:0
z,,+1=z,%+c

jest ograniczony (lim,—oozn # 00).
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Fraktale
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/biér Mandelbrota
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Fraktale
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Zbiér Julii

Zbiér Julii

Zbidr ten tworza punkty p € C, dla ktérych ciag opisany
réwnaniem rekurencyjnym

20 =P

Zot1 =22+ ¢
jest ograniczony (limp—00zy # 0); gdzie ¢ € C jest parametrem
zbioru.
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Fraktale
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Zbiér Julii

Zbiér Julii dla ¢ = —0,73 + 0, 19i.
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~ 0,631.
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Wymiar fraktalny:

Chaos, fraktale i statystyka
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Fraktale
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Dywan Sierpinskiego

Wymiar fraktalny: jg—g ~ 1,893.
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Fraktale
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Trojkat Sierpinskiego

Wymiar fraktalny: % ~ 1,585.
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Fraktale
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Piramida Sierpinskiego

Wymiar fraktalny: ;gg" =2

Bogumita Koprowska, Elzbieta Kukla Chaos, fraktale i statystyka



Fraktale
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Gabka Mengera

Wymiar fraktalny: /I%) ~2,727.
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Fraktale
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Krzywa Kocha

Wymiar fraktalny: % ~ 1.262.
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Fraktale
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Papro¢ Barnsleya
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[elelelcivivivior 3

Ptonacy statek
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Podstawowe pojecia
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Ukfady dynamiczne

Typy uktadéw dynamicznych:

o dyssypatywny — energia procesu zmniejsza sie (np. obecnosé
tarcia)

o konserwatywny (zachowawczy) — brak straty energii
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Model ewolucyjny

Model ewolucyjny:
o model ciagty:

% = £,(x(1))
e model dyskretny:
Xt+r = ﬂu(Xt)

gdzie 7 jest pewnym okreSlonym przyrostem czasu.
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Atraktor

A nazywany jest zbiorem atraktujacym (atraktorem) z
podstawowym otoczeniem U, jesli:

oV, fi(A) = A

® Yv5A, Vootwarty mamy £1(U) C V dla dostatecznie duzego t
Suma zbioréw (£1)~(U) dla kazdego t nazywana jest
basenem atraktorow A.
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Klasyfikacja atraktoréw

Klasyfikacja atraktoréw:
(a) pojedynczy punkt stabilny — punkt
(b) okresowy atraktor ze statym okresem — okrag

(c) quasi-okresowy atraktor (superpozycja okresowych atraktoréw
z r6znymi okresami) — torus

(d) nieokresowy (chaotyczny) atraktor
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Problemy

Q f,, w, xo prowadzace do chaotycznego atraktora.

@ Cechy chaotycznego atraktora.

© Obserwacja atraktoréw w praktyce i identyfikacja modeli
deterministycznych, ktére je generuja.

Q Wybdér modelu deterministycznego lub probabilistycznego do
reprezentacji danego procesu.
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1. Wiasnosci £, w, xg

Wyniki Li i Yorke (1975)
o f, jest ciagta, X punkt okresowy o okresie 3,
= X punkt okresowy z kazdym innym okresem k=1,2,...
@ nieprzeliczalny zbiér punktéw poczatkowych prowadzacych do
chaosu
Jacobson(1981)
o dla modelu logistycznego:
o zbidr wartosci parametru w, ktére daja chaotyczny atraktor ma
dodatnig miare
o dla modelu namiot:
o prawie wszystkie w € (0, 1) daja chaotyczne trajektorie

Bogumita Koprowska, Elzbieta Kukla Chaos, fraktale i statystyka



Podstawowe pojecia
VODOO0000

2. Cechy chaotycznego atraktora

Jezeli f,, jest:
@ unimodalna

@ dwukrotnie rézniczkowalna w sposéb ciagty poza jednym
punktem

@ | nachylenia f |< 1

to zachowanie graniczne ukfadu dla prawie wszystkich warunkéw
poczatkowych moze by¢ opisane gestoscig niezmienniczg
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2. cd - teoria ergodyczna

p - miara probabilistyczna na R”
f~Y(B) = {x: f(x) € B}

f : R" — R" zachowuje miare, jesli

Yecrop(f(B)) = p(B)

p - niezmiennicza miara probabilistyczna

p - ergodyczna, jezeli

vBC]R", B - Zwartyf_l(B) == ,O(B) =0 lub ,O(B) =1
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2. cd - teoria ergodyczna

o dla f - ciagta, zwezajaca:

° vBC]R", B-zwarty ,LL(B) > :U’(f(B))
] E'AC]R", A-zwarty f(A) =A
o Yucwn liMpooo F1(U) = A

@ mozemy znalez¢ ergodycznie niezmienniczg miare p taka, ze
p(A) = p(f1(A)) =1
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2. cd - zastosowanie teorii ergodyczne;j

| xt/w, for 0 < x < w,
Xt+1 = (1-—x)/(1-w), forw<x<1,

dla w = 1/2: gestosé p(x) =1

Xep1 = wxe(1 — x¢) J

dla w = 4: gestodé p(x) = 1/(my/x(1 — x))
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3. Obserwacja atraktoréw w praktyce

@ rekonstrukcja z opdznieniem
o obserwujemy y; = h(x;), gdzie h: R" — R

° zapisujemy W = (yt:yl’+17 ] 7yt+m—1)
e w; ma podobne wiasnosci do x;, o ile m > 2D + 1, D-wymiar
fraktalny
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Wymiary i ich szacowanie
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Wymiary i ich szacowanie
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Wymiar fraktalny - Hausdorffa-Besicovitcha

Q@ Pokrywamy A pudetkami o rozmiarze ¢
@ N(e) - najmniejsza liczba pudetek potrzebnych do pokrycia A
o N(g)=c

Wymiar fraktalny

D — fim In N(e)
e—0 |n(1/€)
o Wiasnosci D:
e D<n
e DEZ

@ Przyktady
e D =0 - odcinek
e D =1 - prosta lub krzywa segmentowa
o D=2- ograniczona powierzchnia

o D=1{2=0,6309... - zbiér Cantora
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Wymiar korelacyjny - Grassberger i Procaccia (1983)

Wymiar korelacyjny

1
Cle) = Jim - H0xi ) [xi — x| < e}

N-catkowita liczba obserwacji na atraktorze

@ N(e) - najmniejsza liczba pudetek o boku € potrzebnych do
pokrycia zbioru A
Q k; - liczba punktéw w i-tym pudetku bedacych w odlegtosci €
od siebie
© k? - liczba par punktéw w i-tym pudetku
N(e) N(e)

C(e) = ||m Zk2 > lim (f\;)z—zw?

iy N—oo i=1
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Wymiar informacyjny - Balatoni i Renyi

Wymiar informacyjny

o= lim EC)
=0 In(l/s)
S(e) =— Z,N:(i) 7iIn7; - entropia Kotmogorowa-Sinai

Gressberger i Procaccia:
ev<o<D

@ v,0,D - niezmiennicze przy odwracalnych i rézniczkowalnych
przeksztatceniach R”
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Wymiar Lapunowa

e dlaf,: R"— R" mamy:
oM.\,

o )\; < 0: $redni wskaznik kontrakcji w kierunku odpowiedniego
wektora wtasnego

e )\; > 0: powtarzana ekspansje w kierunku odpowiedniego
wektora wtasnego
o uktad dyssypatywny:
o JiA\; <O
° Z,- Ai <0

@ warunek chaotycznosci uktadu: 3;A; > 0

Wymiar Lapunowa

AL+ A
A1l
j=argmax{\1 + X2 +...+ )\ >0}
J

D, =j+
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Problemy

o Dla wymiaru Lapunowa D;

o uciazliwe dla uktadéw z danymi réwnaniami ewolucyjnymi
e nieznany sposéb estymacji D; z danych eksperymentalnych

o Dla pozostatych wymiaréw

@ niepewne istnienie granic
e szum w danych
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Wymiary i ich szacowanie
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Metody estymacji

@ 'fixed-size"”
dzielimy przestrzen na siatke pudet o boku ¢
liczymy N(e) - liczbe niepustych zbioréw
liczymy k; - liczbe punktéw w i-tym pudle
liczymy k;/N - utamek punktéw danych w kazdym pudle
uzmienniamy ¢ i dopasowujemy prosta do wykresu In N(g) w
zaleznosci od In(1/¢)
e otrzymujemy estymatory:
o D- nachylenie dopasowanej prostej
e ¥ - nachylenie In Cy(g) w zaleznosci od Ine
@ & - nachylenie In Sy(g) w zaleznosci In(1/¢)

Q 'fixed-mass”

o ustalamy liczbe k punktéw zawartych w kazdym otoczeniu o
okreslonej odpowiednio $rednicy
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Wymiary i ich szacowanie
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Opézniona rekonstrukcja

@ obserwujemy y; = h(x;), gdzie h: R" — R
e zapisujemy wt = (ye,yt + 1, .., Ye4m—1)
Whioski:
@ w; ma podobne wtasnosci do x¢, o ile m > 2D 4 1, D-wymiar
fraktalny

@ dla nieznanego m:

e dla m =1 konstruujemy estymator © wymiaru korelacji
zrekonsruowanego atraktora
o kontynuujemy dla m=2,3,..., az ¥ nie zmienia si¢ istotnie
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Zastosowania
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/astosowania
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Zastosowania
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Chaos w matematyce

@ badanie wymiaréw przestrzeni

@ teoria automatéw komérkowych
e przyblizanie uktadéw ciagtych
e badanie ztozonych uktadéw
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Zastosowania
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Chaos w fizjologii, biologii i epidemiologii

@ rozréznianie zdrowych i chorych uktadéw (krwiono$nych,
nerwowych, kanatéw wewnetrznych)
@ mutacje usrednione i znaczace dla ewolucji
@ zachowania gatunkéw
o réwnanie Verhulsta - model logistyczny x;+1 = wx¢(1 — x¢—1)
@ przewidywanie proporcji chorych w populacji i efektéow
programéw szczepien
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Zastosowania
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Chaos w filozofii i logice

@ nierozstrzygalno$¢ determinizmu wzgledem niedeterminizmu
@ nieobliczalny brzeg zbioru Mandelbrota

@ nieuchwytne zachowanie chaosu na poziomie mechaniki
kwantowej
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Zastosowania
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Chaos w statystyce

@ generowanie liczb pseudolosowych
@ metoda opdznionej rekolnstrukcji atraktoréw

o idea fraktalnej intrerpolacji

Bogumita Koprowska, Elzbieta Kukla Chaos, fraktale i statystyka



Zastosowania
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Chaos - inne zastosowania

@ przechowywanie obrazéw na matej przestrzeni (Barnsley i inni)
e opisanie zeli, polimeréw (Orbach)

@ statystyczne samopodobienstwo zjawisk przestrzennych w
geografii (Goodchild, Mark)
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Podsumowanie
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Podsumowanie

Stosujemy model deterministyczny, gdy:
o Warunki poczatkowe s3 nieznane.

@ Proces nie moze by¢ zaobserwowany bez losowego btedu lub
szumu.

@ Proces nie moze by¢ obserwowany wystarczajaco dtugo.

@ Nie umiemy dopasowa¢ modelu deterministycznego.
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Dziekujemy!
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