Regresja logistyczna na przykladzie katastrofy Challengera

Elzbieta Kukla
24 lutego 2011

Spis tresci

1

2

Katastrofa Challenger’a

Model liniowy

Wstep do regresji logistycznej

Rozkltad Bernoulliego — wyprowadzenie funkcji logit
Estymacja metoda najwiekszej wiarogodnosci

Analiza w R

6.1 Logit . . . . . o s
6.2 Probit . . . . e
6.3 Poréwnanie funkcji logit i probit . . . . . . ..o Lo

Dokumentacja zbioru danych orings {faraway}

Skrypty w R

Zrédia:

e http://data.princeton.edu/wws509/notes/a2.pdf

o http://www.public.iastate.edu/ statf15/stephenson/stat415_chapter3.pdf

o http://www.stat.ucdavis.edu/ johnson/st145/Chb.pdf

e http://www.mimuw.edu.pl/ pokar/Rabczenko/FarawayExtendLinMod06.pdf



1 Katastrofa Challenger’a

28 stycznia 1986 roku miata miejsce kata-
strofa amerykanskiego promu kosmicznego
Challenger. Katastrofa ta miata miejsce 73
sekundy po starcie wahadtowca. W celu zba-
dania przczyn katastrofy przeprowadzono
szczegotowe badania, w czasie ktorych zwro-
cono uwage na gumowe pierscienie (o okra-
gltym przekroju) uszczelniajace dodatkowe
rakiety. Rakiety te sktadaja sie z tadunku
paliwa i silnika rakietowego na paliwo state.
Wahadtowiec sktada sie z dwoch takich ra-
kiet, kazda posiada trzy takie pierscienie.
Przez pierwsze dwie minuty lotu dzialaja

one rownolegle z gtdwnymi silnikami promu,
pozwalajac na pokonanie grawitacji Ziemi
oraz przyspieszanie. Na wysokosci okoto 45 kilometréow oba dodtkowe silniki
odlaczaja sie od zewnetrznego zbiornika, opadajg na spadochronach i woduja
w Oceanie Atlantyckim. Sg wylawiane przez statki i transportowane na lad,
gdzie sg przystosowywane do ponownego uzycia.

Stwierdzono, ze w niskiej temperaturze guma staje sie bardziej tamliwa i jest
mniej skutecznym szczeliwem, a przyczynag katastrofy byto uszkodzenie pier-
Scienia uszczelniajacego w prawym silniku wspomagajacym, ktore nastgpito
najprawdopodobniej miedzy pierwsza a trzecig sekunda lotu. Na skutek tego
uszkodzenia i w efekcie oddziatywania goracych gazow wewnatrz silnika na
powstata nieszczelno$¢, na zewnatrz potaczenia pojawit sie ptomien. Plomien
ten przepalit dziure w zbiorniku zewnetrznym wahadlowca, co spowodowato
eksplozje tego zbiornika i zniszczenie calego promu.

W momencie startu temperatura powie-
trza wynosita 31°F, czyli troche ponizej
0°C. Zadawano sobie pytanie, czy mozna
byto przewidzie¢ katastrofe? Zaczeto badaé
23 poprzednie misje wahadlowcow, dla kto-
rych istniaty dane (lacznie odbyly 24 loty,
lecz raz rakiet wspomagajacych nie odna-
leziono), zostaly odnotowane pewne oznaki
zniszczenia na niektorych pierscieniach. Dla
kazdej z tych misji, znana jest temperatura powietrza, przy ktorej startowat

prom oraz liczba pierscieni (sposrod szeéciu) wykazujacych pewne uszkodzenia.



2 Model liniowy

1.0

08

Frobability of damage
04

0.2

— Qo000 CO CO CO O
I I I I I I

30 40 50 60 70 80

0.0

Temperature

Rysunek 1: R - proporcja zniszczonych pierscieni w zaleznosci od temperatury.

Interesuje nas teraz, jak prawdopodobienstwo uszkodzenia danego pierscie-
nia jest zwigzane z tempreturg powietrza w chwili startu i przewidzenie tego
prawdopodobienstwa, gdy temperatura wynosi 31°F. Najprostsze podejscie
oparte na linowym modelu, po prostu dopasowuje prostg do tych danych.

Przy tym podejsciu napotykamy wiele probleméw, co wida¢ na wykresie.
Przewidywane wartosci prawdopodobienstwa mogg by¢ wieksze od jedynki lub
mniejsze od zera. Kto$ moze zasugerowac obciecie tych wartosci do przedziatu
0, 1], ale nie wydaje sig, ze to jest dobry sposob.

Lepiej zatozyé, ze liczba zniszczen ma rozktad dwumianowy (Bernoulliego).
W przypadku modelu liniowego, wymagamy aby btedy mialy rozktad normalny
(do dokladnego testowania). Jednak, w przypadku rozktadu dwumianowego z
jedynie 6 probami, przyblizenie rozktadu normalnego bytoby naciggane. W do-
datku wariancja zmiennej o rozkladzie Bernoulliego nie jest stata (jest funkcja
prawdopodobienstwa p;), co nie spetnia kolejnego istotnego zalozenia modelu
liniowego. Ewidentnie standardowy liniowy model nie jest tutaj odpowiedni.
Chociaz, mozemy probowaé naprawi¢ niektore z tych probleméw (transforma-
cje itp.), lepiej wprowadzi¢ inny model, ktéry doktadnie odpowiada danym o
rozktadzie dwumianowym.
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Rysunek 2: Zniszczone pierécienie w 23 misjach wahadlowca jako funkcja temperatury startu. Prosta otrzymana
przy uzyciu MNK.

3 Wstep do regresji logistycznej

Przypusémy, ze zmienna odpowiedzi Y; dla ¢ = 1,...,n; ma rozktad Bernoul-
liego z parametrami B(n;, p;), tak ze

n

P = ) = (k

)piyi(l —pi)" Y

Dalej, zatézmy, ze zmienne Y; sa niezalezne. Pojedyncza préba, z ktorych
sktada si¢ Y;, zalezy od tych samych ¢ predyktoréw (x1, ..., z,). Grupa préb
nazywana jest covariate class. Potrzebujemy modelu, ktory opisuje relacje
x1,...,T, W stosunku do p. Postegpujac tak jak w modelu liniowym, konstru-
ujemy liniowy predyktor:

ni = Bo+ Biwia + ...+ Byig.

Jako ze liniowy predyktor moze miesci¢ zaréwno jakosciowe jak i iloSciowe
predyktory przy uzyciu sztucznych zmiennych (ang. dummy) oraz pozwala
na transformacje i kombinacje oryginalnych predyktorow, jest on bardzo ela-
styczny. Fakt, ze mozemy wyrazi¢ efekty predyktoréw na zmienng odpowiedzi
wytacznie przez liniowy predyktor jest wazny. Ta idea moze by¢ rozszerzona do
modeli o innych typach zmiennych odpowiedzi i jest jedna z waznych cech szer-
szej klasy uogolnionych modeli liniowych oméwionej przy okazji uogoélnionych
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modeli liniowych (GLM).

Juz powyzej zaobserwowaliSmy, ze ustalenie 7, = p; nie jest odpowiednie,
poniewaz chcemy aby 0 < p; < 1. Zamiast tego powinnismy uzy¢ funkcji
wiazacej g takiej ze n; = g(p;). Do tego potrzebujemy funkcji g — monotonicznej
i takiej ze 0 < g7 1(n) < 1 dla dowolnego 7.

Mamy trzy popularne funkcje:

1. Logit: n = log(p/(1 — p))

2. Probit: n = ¢~ Y(p), gdzie ¢~ jest odwrotnoécig dystrybuanty rozktadu
normalnego

3. log — log: n = log(—log(1 — p)) (ang. complementary log-log). Idea uzycia
funkcji wiazacej jest jedna z gtéwnych idei uogélnionych modeli liniowych.

4 Rozktad Bernoulliego — wyprowadzenie funkcji logit

Dystrybuanta rozktadu Bernoulliego:

n; i s
.)p%y (1 —pi)""

P = yi) = filyi) = (
1

gdzie

y; — liczba zniszczonych pierscieni po i-tej misji wahadtowca

n; — taczna liczba pierscieni w obu rakietach (u nas zawsze 6)

p; — obliczona proporcja zniszczonych pierscieni Kolejne przeksztatcenia:

Yi

Di n;
log fi(y:) = i 10%(1 — p-) +n;log(l — p;) + log (y)

Mamy rodzine wyktadniczg, bo powyzsze wyrazenie ma postac:

log fi(yi) = W

Teraz zauwazamy, patrzac na wspotczynnik przy y;, ze kanonicznym parame-
trem jest logit p;:

+ C(yi7 9)

Pi
0, =1 =n;.
Rozwiazujac to dla p;, dostajemy p; = 1i20m wiec 1 — p; = ﬁ

Stad tatwo zauwazy¢, ze b(0;) = n;log(1 + €%) oraz c(y;, ¢) = log ("k)
Przyjmujemy, ze a;(¢) = ¢ i ¢ = 1.
Teraz tatwo tez sprawdzi¢ warto$¢ oczekiwana i wariancje:



o L(Y;) = =0b'(0;) = leli% = Nip;

eli
o Var(Y;) = vi = ai(¢)b"(0:) = nirome = napi(1 — pi).-
5 Estymacja metoda najwiekszej wiarogodnosci

Najpierw oszacujmy parametry modelu, uzyjemy do tego metody najwigkszej
wiarogodnosci. Logarytm funkcji wiarogodnosci jest dany przez:

n .
1(B) = Zl[ymz —n;log(1 +e€) + log (m)]

1= (3
Powinnismy zmaksymalizowac to wyrazenie w celu otrzymania estymatorow B
i uzy¢ standardowej teorii do obliczenie przyblizonych standardowych btedow.
Zmaksymalizowanie tego wyrazenia nie jest w tym przypadku takie proste.
Estymatory najwiekszej wiarogodnos$ci moga by¢ tatwo i doktadnie znajdo-
wane analitycznie w przypadku uogoélnionych modeli liniowych tylko wtedy,
gdy mamy rozktad normalny. Zazwyczaj musimy uzywac¢ optymalizacji nume-
rycznej. Stosujemy metode Newtona-Raphsona ze scoringiem Fishera. W 1989
roku McCullagh i Nelder pokazali, ze ta optymalizacja jest rownowazna itero-
wanej wazonej metodzie najmniejszych kwadratow (ang. IRWLS — iteratively
reweighted least squares).

6 Analiza w R
6.1 Logit
W naszym modelu mamy oczywiscie tylko jedng zmienng objasniajaca — tem-
perature powietrza, dlatego tez mamy:
Pi

log ] = Bo + Biw;.
— Di

Uzyjemy R, zeby estymowaé regresyjne parametry dla danych Challengera.
Dla zmiennej odpowiedzi o rozktadzie Bernoulliego, potrzebujemy dwoch infor-
macji o wartosciach odopwiedzi — y i n. W R jednym ze sposobéw osiggniecia,
tego, jest utworzenie dwukolumnowej macierzy z pierwsza kolumng reprezen-
tujaca liczbe sukceséw y i drugag kolumnag z liczba porazek n — y. Okredlilismy,
ze zmienna odpowiedzi ma rozktad Bernoulliego. Naturalnym wyborem funk-
cji wiazacej jest logit (regresja logistyczna) — inne wybory funkcji muszg by¢
specjalnie okreslone.

Otrzymane wspotczynniki regresji wynosza: Bo = 11.6630 i BI = —0.2162, wraz
z ich odpowiednimi bledami (o rozktadzie normalnym).



Pokazemy jak wyglada dopasowanie logitu do danych. Zauwazmy, jak dopa-
sowanie logitem zbiega asymptotycznie do 0 dla wysokich temperatur oraz do
1 dla niskich. Dopasowane wartosci jednak nigdy nie osiggna zera ani jedynki,
wiec model nigdy nie przewidzi zdarzenia z catkowitg pewnoscig.

6.2 Probit

Otrzymane wspotczynniki regresji wynosza: BO =5.5915 1 Bl = —0.1058, wraz
z ich odpowiednimi btedami (o rozktadzie normalnym).

6.3 Poréwnanie funkcji logit i probit

Chociaz wspoétczynniki wydaja sie byé¢ zupetnie inne, dopasowanie jest po-
dobne, szczegblnie w widocznym zakresie temperatur.

Mozemy tatwo przewidzie¢ wartos¢ prawdopodobienstwa w temperaturze
31°F dla obu modeli: 0.99304 (logit) oraz 0.9896 (probit).
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Rysunek 3: Dopasowanie do danych Challengera przy uzyciu funkeji logit (linia ciagta) i probit (linia przery-
wana).

Widzimy bardzo wysokie prawdopodobienstwo zniszczenia w kazdym mo-
delu, chociaz musimy rozwing¢ techniki testowania, nim wyciggniemy osta-
teczne wnioski.



A Dokumentacja zbioru danych orings {faraway}

Space Shuttle Challenger O-rings

Description

The 1986 crash of the space shuttle Challenger was linked to failure of O-ring
seals in the rocket engines. Data was collected on the 23 previous shuttle mis-
sions. The launch temperature on the day of the crash was 31F.

Usage

data(orings)

Format

A data frame with 23 observations on the following 2 variables.

temp — temperature at launch in degrees F

damage — number of damage incidents out of 6 possible

Source

Presidential Commission on the Space Shuttle Challenger Accident, Vol. 1,
1986: 129-131.

References

S. Dalal, E. Fowlkes and B. Hoadley (1989) ”Risk Analysis of the Space Shut-
tle: Pre-Challenger Prediction of Failure.” Journal of the American Statistical
Association. 84: 945-957.
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B Skrypty w R

#proporcja zniszczonych pierscieni w zaleznosci od temperatury
library(faraway )

data(orings)

orings

plot(damage/6~temp,orings,xlim=c(25,85), ylim=c(0,1,
xlab=""Temperatura”, ylab="P-stwo zniszczenia”)

#najprostsze podejscie — model linowy
Imod«Im(damage/6~temp,orings)
abline(lmod)

summary (Ilmod)

#logit

logitmod«—glm(cbind(damage,6-damage)~temp, family=binomial, orings)
summary (logitmod)

plot(damage/6~temp, orings, xlim=c(25,85), ylim=c(0,1),

xlab=""Temperatura” ylab=""P-stwo zniszczenia”)
x«—seq(25,85,1)
lines(x,ilogit(11.6630-0.2162%*x))

#probit
probitmod«—glm(cbind(damage,6-damage)~temp,
family=Dbinomial(link=probit), orings)
summary(probitmod)

#logit 1 probit sa podobne
lines(x,pnorm(5.5915-0.1058*x),1ty=2)

#prawdopodobienstwo zniszczenia przy temperaturze 31F
ilogit(11.6630-0.2162*31)
pnorm(5.5915-0.1058*31)



