WYKLAD 1, 06.10.2010

1. Def. Niech dany bedzie uktad réwnan © = f(¢,z) (1), z funkcja f : R™* —
R™, klasy C'. Niech Z(t) bedzie rozwigzaniem tego uktadu w przedziale
[0, 00).

Rozwigzanie Z(t) jest stabilne w sensie Lapunowa dla ¢ — +oo, jesli
Ve > 0 3ty > 0 oraz n > 0, ze kazde rozwiazanie x(t) rownania (1), takie ze
\z(to) — Z(to)| < m, spemia dla t > ¢y warunek |z(t) — Z(t)] < e.

Jedli dodatkowo limy_, o |2(t) — Z(t)| = 0, to méwimy, ze rozwiazanie Z(t)
réwnania (1) jest asymptotycznie stabilne.

2. Def. Niech bedzie dane réwnanie & = f(z) (2), gdzie f jest odwzorowaniem,
okreslonym na otwartym zbiorze () € R™ zawierajacym poczatek uktadu
wspotrzednych. O odwzorowaniu tym zaktadamy, ze jest klasy C' oraz spel-
nia warunek f(0) = 0.

Funkcja Lapunowa dla réwnania (2) nazywamy funkcje V(x) klasy C* w
Q (V : Q — R) spelniajaca warunki:

(a) V(z) >0

(b) V(z) =0 x2=0

(c) jesli z(t) jest rozwiazaniem réwnania (2), to funkcja ztozona V(z(t))
jest nierosnaca funkcja zmiennej ¢, tzn. %V(J}(t)) = gradV - f <O.

3. Tw. (lemat) Niech f bedzie odwzorowaniem jw. Jeli dla réwnania (2)
z odwzorowaniem f istnieje funkcja Lapunowa, to rozwiazanie Z(t) = 0
rownania (2) jest stabilne. Jesli dodatkowo gradV - f < 0 dla = € Q\{0},
to rozwigzanie Z(t) = 0 jest asymptotycznie stabilne.

4. Def. Niech bedzie dany uktad autonomiczny & = f(x) (3) i niech x = 0
bedzie jego punktem krytycznym.
Linearyzacja ukladu (2) w otoczeniu punktu x = 0 nazywamy uktad
liniowy o statych wspotezynnikach & = Ax, taki ze uktad (3) mozna zapisaé
w postaci & = Az + g(x), gdzie g(x) jest funkcja ciagla, ktéra spelnia

warunek limj,_g |9|(f|)| = 0.
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5.

6.

7.

etA =1 +tA+32A* + . ||T|| = sup)x =1 || T2||2,

gdzie T': By — By (liniowy operator),

By, Bs - przestrzenie Banacha z norma odpowiednio || - [|1, || - ||2- Inaczej:
17| = SUDP 40 ||||1;;x|\|1‘2-

FA) == 5k 1 f(2) (2 — TA)Mdz = Tf(0) + f'(0)A + L9 1
(z — TA)™! exists and is boundeed < z ¢ SpA.

A

Zad. © = Ax has x == 0 as a stable solution, z(t) = e*'zy.

WYKLAD 3, 20.10.2010

8.

10.

Theorem & = f(z), f(0) =0, f € C', A= %(0), f : B — B (Banach
spaces).

&= Ax(t)+9(z(t)) g € o(]|x||) - linearized equation in the vicinity of z = 0.
Assumption: ReSpaA < a <0 (*).

Then z(t) = 0 is asymptotically stable. We use:

(a) z(t) = eMag + Jf e g(2(r))dr.

(b) (*) implies that there exist K > 0 and u > 0 such that [|e"|| < Ke ",
0<pu<—a

(¢) Gronwall inequality: z(t) < a+b [ z(T)dT = 2(t) < aebt—to)

. Examples: (a) @ = f(z,pu) = Az + plx, (b) 2 = zf(u — 2* — y?) — By,

y=yf(p—a®—y*)+ bz

Bifurkacje - wystepuja, gdy pojawiaja sie nagle nowe rozwigzania.
Hopf bifurcation - a periodic solution bifurcates froma a trivial solution.

WYKLAD 4, 27.10.2010

11.

12.
13.
14.

15.

Equilibrium points:

(a) given xg - equilibrium point, f(z¢) = 0 - studying its stability (many
theorems - Lapunov function, linearization etc.)

(b) find equilibrium points, if they exist (solutions of f(x) = 0) - in many
cases it’s not so simple that 0 is an equilibrium point (topological -
Poincare index).

Periodic orbits: how to look for them (open problem);
stabilitiy of periodic orbits (existance/nonexistance/stability).

Bifurcation theory: bifurcations of stationary solutions (f(z, 1) = 0); Hopf
bifurcataion.

Chaotic solutions (chaos) - attractors of fractal dimensions.
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16.

17.

18.

19.

20.

21.

22.

Asymptotyczna stabilno$¢ punktu krytycznego @ = f(z), z - critical
point < f(xg) = 0. z¢ is an asymptotically stable solution, when:

(a) Ju € 0,y Vo (Tt 2(t1) € U = 2(t) =100 T0)

(b) zy is Lapunov stable.

Problems: real canonical form of a real matrix; how to detect equilibrium
points or limit cycles (periodic solutions)?

Zbiorem granicznym w +0o (zbiorem w-granicznym) punktu p (orbity
punktu p) bedziemy nazywaé zbiér: w(p) = {y € R™ : y = lim,, ooz (tn; p)
dla pewnego ciagu {t,}, t, — +oo}.

Analogicznie definiujemy zbidr graniczny w —oo (zbiér a-graniczny)
punktu p (orbity punktu p): a(p) = {y € R™ : y = lim,_x(t,;p) dla
pewnego ciagu {t,}, t, — —oo}.

Def. Jesli istnieje orbita zamkni¢ta v taka, ze dla punktow y nalezacych
do pewnego otoczenia U zbioru v mamy w(y) = v (lub a(y) = v), to v
nazywamy cyklem granicznym. Jesli cykl graniczny v ma te wtasnos¢,
ze v = w(y) dla wszystkich punktéw z otoczenia U, to cykl ten nazywa
siec atraktorem (stabilnym cyklem granicznym). Jesli dla wszystkic
punktéw y € U, v = a(y), to cykl graniczny v nazywa sie repelerem
(niestabilny cyklem granicznym).

Def. Lokalnym cieiem transwersalnym orbity v w punkcie p nazywamy
podzbiér otwarty S pewnej hiperptaszczyzny H (kowymiaru 1) taki, ze:

(a)pe S

(b) Vx € S, wektor f(z) traktowany jako wektor w przestrzeni R™ nie jest
réwnolegty do H, tzn. wektor f(x) przesuniety do punktu x nie nalezy
do H.

Def. Niech S bedzie cieciem transwersalnym orbity v w punkcie p. Dla
dostatecznie maego otoczenia U C S punktu p definiujemy przeksztatcenie
U3y 0y) =ax(tly);y) € 9, gdzie z(t;y) jest rozwigzaniem réwnania
t = f(x) z warunkiem z(0) = y, a t(y) jest najmniejszaliczba dodatnia,
spetniajaca warunek z(t(y);y) € S. Odwzorowanie 6(y) nazywamy prze-
ksztalceniem Poincarego.

Def. Dywergencja (rozbieznosé, zrédtowosé) pola wektorowego - opera-
tor rozniczkowy przyporzadkowujacy tréjwymiarowemu polu wektorowemu
pole skalarne bedace formalnym iloczynem skalarnym operatora nabla z po-
lem.



23.

24.

25.

26.

Def. Wektor powierzchni - wektor o wartosci réwnej polu powierzchni i
o kierunku prostopadtym do tej powierzchni.

Theorem (Gauss) (Gauss-Ostrogradzki, Stokes - more general) Niech
V C R3 bedzie obszarem ograniczonym powierzchnig zamknieta S (9V),
a P(x,y,z2), Q(x,y,2) 1 R(x,y, z) beda funkcjami posiadajacymi ciaglte po-
chodne czastkowe pierwszego rzedu na obszarze V. Wowczas [ [s(Pdydz +
Qdzdx + Rdxdy) = [ [y I(az + ;y? + %—f)dxdydz.

W postaci wektorowej: niech A bedzie dowolnym polem wektorowym, dla
ktorego istnieje dywergenqa na calym zamkme;tym obszarze o objetosci
V = [z,y, 2], wowczas: [ [g AdS = ffvfdedxdydz gdzie S jest wekto-
rem powierzchni. Inaczej: fg AdS = [, (VA)dV .

In the class: A = divf(z) - vectorfield in R". Take divf(z) # 0 for each
point in V. Then there is no limit cycle in V (no periodic solution).

Theorem (Dulac Criterion) Suppose that f(x) - vectorfield in simply
connected V' C R? (vectorfield — differentiable) and suppose there exists a
Dulac function ® (scalar function, C*, ®(z) > 0) satisfying div(®f) # 0
at each point of V. Then there is no limit cycle in V.

Theorem (Poincare-Bendixon) Jesli w przestrzeni fazowej bedacej pod-
zbiorem ptaszczyzny R? orbita zawiera o najmniej jeden swo6j punkt gra-
niczny, to jest ona punktem krytycznym albo orbita zamknietg.

Suppose that f flows in and suppose there are no equlibrium points in V.
Then there exists a limit cycle in V.
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27.

28.

29.

30.

Poincare Index (of a curve) - mapping z € C' +— II{“%II = h(x) - unit
vector & = f(x), ||f|| # 0 on curve C.

Properties of Poincare index

(a) for a constant field ic(f) =0

(b) small deformation of the field does not change the index
(c) small deformation of curve C does not change the index
(d) if zp is not a critical point, then its index is 0.

Problem: & = = + g1(x,y), y = y + g2(x,y), where |g1],|g2| < M. There
exists an equililbrium point in R2.

Implicit Function Theorem [’ : By X By — Bjs - Banach spaces, F' €
C'. Let the Frechet derivative exists. Suppose that for zy, 75 we have
F(z0,79) =0 F.(z0,70) (F,: By — Bg, linear) has a bounded inverse. Then:
in some neighbourhood of (2, 7)) there exists a unique function z,, such
that F'(z(rg),r0) = 0 and 2((7) = 2.
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31.

32.

33.

34.
35.

Raus-Hurwitz Theorem w()\) = ap\" + a;\""! + ... a, - characteristic
polynomial (ag,...,a, € R). The roots of w(\) have negative real parts
& ag,ai,...,a, > 0) and all principal determinants of matrix below are
positive:

a; Qo 0 O
az as ayp Qo
as a4 a3 a2

- Ap-1 Qp—2

o . . . .0 oa,

Frechet derivative F(z + h,r9) = f(2z,70) + F.(z,70)h + 1r(z, h).
Directional derivative £F(z + €h,1g)|e—o = F.(z,79)h.

Def. F jest rézniczkowalna w sensie Frecheta w punkcie u, jesli
istnieje liniowy, ograniczony operator DF(u) : By — B, taki ze: Vh € B
F(u + h) — F(u) = DF(u)h + r(u, h), % —|h||—0 0.

Theorem If F': B; — Bs is Frechet differentiable then 88—1;: = DFh.

Hopf Bifurcations (¢ = f(u,x), f(1,0) =0, p € (a,b) CR. & = Az
(linear part) +g,(x) (higher oreder part). We get it after linearizing our
system around 0, g = o(||z|]).

Assumptions:

i) f € C': A,z - with respect to u (with respect to z it’s clear as it’s
linear), g,(x) - with respect ot p and

ii) 3521: f - continuous
iii) For u = e € (a,b) there are two simple (one complex eigenvector - two
real ones) conjugate eigenvalues that are passing through the imaginary

axis with non-zero speed (A(x), A(p)), %Re)\(,ucr) # 0.

Then here exists a family of periodic orbits (27-periodic solution 7(0); after
changing to polar coordinates and use of Implicit Function Theorem), in
some vicinity of z =0, p = pie.

Conclusion: Hopf bifurcation theorem is true, when more then two eige-
nvalues are passing through the imaginary line, but then we have to assume
that the additional eigenvalues satisfy A\, # im(3(0) for any m € Z.
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36. Twierdzenie Grobmana-Hartmana Jesli + = 0 jest punktem hiper-
bolicznym uktadu & = Ax + g(x), gdzie g(x) jest klasy C* w otoczeniu
zera, g(0) = 0 oraz lim,_ % = 0, to portret fazowy ww. ukladu jest
w otoczeniu punktu x = 0 homeomorficzny z portretem fazowym uktadu
zlinearyzowanego © = Ax.

37. Theorem If Df(0) is a contraction then f is also a contraction in some
vicinity of 0.

38. Flip bifurcation, period doubling.
WYKEAD 10, 08.12.2010

39. Bifurcations of mapping;:

o [:R—R, (x,,u) = f(:z:,,u), f(O,M) = 0. Let fx(ovo) =1, fx(onu) # 1
if u # 0. We know that z,.1 = f(z,, ) - dynamical system. We are
looking for stationary point (bifurcations from zero). Draw the bifurca-
tions diagram.

o f:RZxR — R? (x,u) — f(z,pn), f(O,u) = 0. Let 1 € SpDf(0,0)
for 4 = 0 (only) and %)\ # 0]y=0. We know that z,.1 = f(x,,p) -
dynamical system. A = 1 is a simple eigenvalue at = 0. Draw the
bifurcations diagram.

40. ¢ is a stationary point iff. f(xg, u) = x¢ for some p = fi.

41. Period doubling x — (fo f) = (DF)2% )\ = —1 is transformed into A\ = 1.
After two iterations we are back in the same point.

WYKLAD 11, 15.12.2010

42. Theorem x,.1 = f(x,,p) - dynamical system, x,.1 = Dfx, + g(x,),
r, € 0(0), g € o(x). Let \; - eigenvalues of Df. If Ik |M\g| > 1 = 0 is
unstable.

43. Types of bifurcation: supercritical, subcriticacl, transcritical.

44. Lemma A(u) € C*, M(1) - isolated eigenvalue, then \(u) is also C*.
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45.

46.
47.

48.

49.

50.

Center manifold: © = Az + f(x,y), y = By + g(z,y).

A B - linear parts, f,g = o(z,y).

ReSpA =0, ReSpB < 0 - B is stable in some sense,

y = By + ¢g(0,y) has 0 as asymptotically stable equilibrium.
y=h(z), # = Az + f(z, h(x)).

Example: @ = xy, §y = —y + 2%

Linear problem: y = Ay, SpA={>_,%0,>+},

where A\ €Y & ReA <0, A e€Xy e ReA=0, A e X & Red >0
SpA_=3%_, SpAg =X, SpAy =3,

yeE=F ®EDE,.

So after transformation system can be written in the form:

y—A— =Y, y—(t) Tt—00 0
Y0Ao = 4o - long time behaviour is here (center manifold, if A, = 0)

UrAr =ys, Y+ (t) =1—— 0.

Non-linear case: stable manifold yy € Y5 < y(t,y9) —¢—c 0; unstable
manifold yy € ¥, < y(t, y0) —+—— 0.

Digressions: heteroclinic, homoclinic trajectories, basin of attraction.
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ol.
02.

23.

o4.

25.

06.

o7.

o8.

Center manifold is an invariant manifold, & = f(x), € R".

Def. A manifold S C R" is an invariant manifold iff. zy € S = z(¢, ) €
S (x) (where z(t, xy) - solution, x(0, xg) = z. It is said to be local if (%) is
true for |t| < T'(zg) >). If T'= oo then S is global invariant manifold.

Example of a center manifold. Important property If (x(t),y(t)T is
the solution of & = g(x), § = —y, 9(0) = 0, /(0) = 0, (y(t, o) = e "y -
exponential decay), then there exists a solution of the reduced to the center
manifold system (i = g(u)) such that ||(z(¢),y(t))T — (u(t), h(u(t)))T]] <
ce .

Center manifold in this exapmle is y = 0.

In the general case y = h(x) is the quation of the centre manifold. Note
that in linear case © = Az, y = By, the center manifold is y = 0, because

the center manifold for this case is spanned by all generaized eigenvectors
of A.

= Az + f(x,y), y = By + g(z,y) (Q) (as in W.12) =

&= Az + f(z, h(x)), W (x)i = Bg + g(z, h(z)) (QQ)

If we take (x,yo = h(zp)) as an initital condition to (QQ), then the solution
(1), (1) satisfy y(t) = h(a(t)

Theorem (existence) For (@) there exists a local center manifold y =
h(z), [|z]] <e.

Theorem Suppose that zero solution of the reduced system is stable (asym-
totically stable) or unstable, the same is for (@),

Theorem (z(t),y(t)) - solution of (@), then there exists u(t) - solution of
the reduced system such that z(t) = u(t)+O0(e™ ), y(t) = h(u(t))+O0(e™").
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59. Krasnoselski Theorem Assumptions: A\(0) = 0, %/\(u)uzo = 0. If X is of

odd multiplicity, then we have a bifurcation of stationary solutions.
60. Attractors - they attract:

e point attractor (stable equilibrium)
e stable limit cycle

e torus (an invariant set; it can be 2-diemensional or in general K-dimensional)
61. Maps, f: I — I, sensitivity of initial conditions:

e logistic map = — ax(1 —z), x € [0,1], a € [0, 4]
e tent map z —*° 10zmodl, [0,1) — [0, 1):
x - a rational number - periodic trajectory,
x - an irrational number - nonperiodic trajectory (strange/chaotic tra-

jectory, S"(x)).
62. Rossler attractor.

63. Fractal sets e.g. Cantor set.
Fractal dimension — Hausdorff dimension. N(r) ~ =P — D is a fractal
dimension.

64. Twierdzenie Szarkowskiego Niech f : J — R bedzie funkcja ciggtla, a
J C R to domkniety odcinek lub cata prosta R. Jesli f ma punkt okresowy
o okresie k oraz k <l w porzadku Szarkowskiego, to f ma punkt okresowy
o okresie [.

65. Twierdzenie Li-Yorke’a Niech f : J — J bedzie funkcja ciagta, a J C R
przedzialem domknietym. Przypusémy, ze funkcja f ma punkt okresowy o
okresie réwnym 3 i orbicie a - b —c —adlaa<b<cluba>1b>c.
Wéwcezas dla kazdej liczby naturalnej £ € N istnieje w J punkt okresowy o
okresie k.
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