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lz2| = Vz-z, z=|z|(cos 0 + isinf) (argument z - kazdy kat 6 spelniajacy te réwnosé; kazde dwa argumenty z réznia
sie o catkowita wielokrotno$é 27). Ponadto dla z, — zg < Rez, — Rezg, Imz, — Imz.

Formula de Moivre’a: z1 - zo = |21]|22|(cos(01 + 02) + isin(f; + 02)), w szczegblnosci: 2" = |z|™(cos(nf) + i sin(nb)).

Eksponenta - exp: C — C, t. Ze expz = €* = lim, oo (1 + 2)"; et = e%(cosy + isiny), z,y € R.

Funkcje trygonometryczne, z € C: cos z = eizge_iz, sin z = eiz;ff_iz ((cosz)! = —sin z, (sin z)" = cos ).
Funkcja f : U — C okreslona na zb. otw. U C C, 29 € U ma w zy pochodna f’(zo € C, jesli lim,_, ,, f2)=f(z0) 1(20)

zZ—Zz0

(véwnowanie f(z0 + h) = f(z0) + J'(z0)h + a(h), gdzie limy_q 28] — ).

Funkcja f : U — C okre$lona na zbiorze zb. otw. U C C jest holomorficzna, jesli ma pochodna w kazdym punkcie
zbioru U, tzn. jest rézniczkowalna na U.

Galaz argumentu w zb. otw. U C C\{0} - f. ciagla ¢ : U — R t. e z = |z|(cos ¢(z) + isinp(z)), dla z € U.

Galaz gléwna argumentu - f. Arg : C\R_ — (—m,7) (gdzie R_ = {t € R : t < 0} przyporzadkowujaca liczbie
zespolonej z ¢ R_ jedyna liczbe z przedzialu (—m,m), ktéra jest argumentem z, jest ciagla, a wiec jest galezia
argumentu w zbiorze C\R_.

Galaz logarytmu w zb. otw. U C C\{0} - f. clagla L : U — C t. ze exp(L(z)) = z,dla z € U.

Galaz gltéwna logarytmu - f. Log : C\R_ — C okre$lona: Logz = In|z| + iArgz, gdzie Arg jest galezia gléwna
argumentu.

Galaz gléwna potegi zespolonej o wykladniku w - f. okreslona na C\R_ wzorem: z* = exp(wLogz).

Calka funkcji ¢ : [a,b] — C - f. ¢ jest calkowalna w sensie Riemanna, jesli obie funkcje Rep, Imgp : [a,b] — R sa
calkowalne w sensie Riemanna i calke okreslamy wéwczas wzorem: f: o(t)dt = f: Rep(t)dt + i f: Imp(t)dt.

Funkcja ciagla u : [a,b] — R kawalkami gladka - jedli istnieje podzial @ = ag < a1 < ... < a, = b przedzialu [a, b]
t. ze wewnatrz kazdego przedziatu (aj,a;41) f. u ma ciagla pochodng i istnieja skoficzone granice lim, |+ u/(t) oraz
J

1imt_>a;+l u'(t), w szczegdlnosci okreslona jest catka Riemanna fj u'(t)dt.

Droga kawalkami gladka - f. ciagla v : [a,b] — C, ktérej cz. rzeczywista Rev : [a,b] — R i urojona Im~y : [a,b] —
R sa kaw. gl. (droga ~ petla, jesli v(a) = ~(b)). Dlugosé drogi kaw. gt. v okre§lamy: I(y) = f:h’(t)\dt (] =

V/(Rey')2 + (Imy')? jest funkcja calkowalng w sensie Riemanna).

Calka ciaglej f. zespolonej f : y([a,b]) — C wzdluz drogi kaw. gl. v : [a,b] — C: fv f(z)dz = f: F(y(@) -+ (t)dt. (to
co pod calka jest catkowalne w sensie Riemanna na [a,b]).

F. holo. F : U — C jest f. pierwotna na U dla f : U — C ciaglej na zb. otw. U C C, jedli F'(z) = f(2),dla z € U.

Petle v0, 71 : [a,b] — U sa homotopijne w U C C, jesli istnieje f. ciagta H : [a,b] x [0,1] — U t. ze H(s,0) = yo(s),
H(s,1) = ~(s) oraz H(a,t) = H(b,t), dla t € [0,1] (tzn. kazda droga v:(s) = H(s,t) jest petla).

Ciag funkcji f, : U — C na zb. otw. U C C jest zbiezny niemal jednostajnie do funkcji f : U — C, jesli dla
kazego zbioru zwartego K C U ciag obcieé (f,|K)22, zbiega na K jednostajnie do obciecia f|K, tzn. ||f, — fl|x =
sup{|fn(2) — f(2)] : 2 € K} — 0. Szereg >_.° | f, jest zbiezny niemal jednostajnie, jesli cigg sum czeSciowych jest
zbiezny niemal jednostajnie.

20 jest zerem krtonoéci m funkcji f - jesli f. holo. f okre§lona w otoczeniu zy zeruje si¢ w 2o i f(™)(20) jest pierwsza
niezerowa pochodnaf w zg.

Indeks petli v wzgledem punktu zo (gdzie v : [a,b] — C\{z0} - petla kaw. gl. omijajaca zg) - liczba calkowita
Ind(y, 20) = 5 N dz — Barg0=%0) oqzie (v — 20)(t) = y(t) — 20. Jedli kaw. gl. petle 1, 2 : [a,b] — C\{zo} sa

21 zZ—2z0 2m

homotopijne w C\{z0}, to Ind(y1, 20) = Ind(~a, z0).

Przeksztalcenie f: W7 — W5 miedzy zbiorami otw. w C jest konforemne, jesli jest holo. i wzajemnie jednoznczne.



22.

23.

24.

25.

26.
27. F. u

Niech U C C - zb. otw. zg € U i niech f:U\{z9} — C - f. holo. Wéwczas: (1) jesli istnieje granica lim,_,,, f(z) = a,
a € C, méwimy, ze f ma w zy osobliwo$é pozorna; (2) jesli istnieje granica lim,_, ., |f(z]) = +o0, a € C, méwimy, ze f
ma w zg biegun; (3) jesli nie zachodzi ani (1) ani (2), méwimy, ze f ma w 2o osobliwo$¢ istotna.

Rzad bieguna z funkeji f - 1. naturalna m > 1 t. ze lim,_,. (2 — 20)™f(2) = a # 0, a € C. Jedli m = 1, biegun z
nazywamy beigunem prostym.

F. holo f : U\B — C jest meromorficzna na U (gdzie U C C - zb. otw., B C U - zb. nie majacy w U punktéw
skupienia), jesli w kazdym punkcie b € B ma biegun.

Residuum funkcji f w punkcie by okreslamy nastepujaco (gdzie U C C - zb. otw.; B C U - zb. bez punktéw skupienia
w U; f: U\B — C - f holo): dla dowolnego kota domknietego D = {z : [z —b| < r} C U, r >0, DN B = {b},

RGS f7 = 27rz f@D

Obszar jednospéjny w C - otw. zb. spoéjny U C C t. ze kazda petla w U jest homotopijna z petla stata.

: U — R jest harmoniczna (gdzie U C C), jesli ma ciagle pochodne czastkowe pierwszego i drugiego rzedu i
spelia réwnanie Laplace’a 22772‘ + % =0.

B. Twierdzenia
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Zal. z=a+1b, a = Rez, b = Imz.
Teza lim, o (1 + £)" = e*(cos b+ isinb).

. exp(z1 + 22) = expzy - expza.

Tw. Cauchy-Riemanna

Zal. f : U — C - f. okredlona na zb. otw. U C C, f(z) = u(z) +iv(z), u = Ref, v =Imf iu,v: U — R rozpatrywane
jako f. zmiennych rzeczywistych maja na U ciggle pochodne czastkowe.

Teza f jest funkcja holo. na U < gdy spelnione sa réownania Cauchy-Riemanna: %Z = %Z’ g—Z = fg—z. Ponadto

Fi(2) = §2(2) —iGe(2) = §o(2) +iG2(2).

(expz)’ = expz.
Kazda galaz logarytmu L : U — C w zb.otw. u C C\{0} jest f. holo. i L'(z) = %, dla z € U.

Zal. f: U — C - {. ciagta na zb. otw. U C C; F - f. pierwotna dla f na U
Teza Dla kazdej drogi kaw. gl. «y : [a,b] — U zachodzi f“/ f(z)dz = F(y(b)) — F(v(a)).

Tw. Goursata
Zal. f: U — C - f. holo na zb. otw. UC(C
Teza Dla kazdego tréjkata T C U, faT z)dz = 0.

Wzmocnienie tw. Goursata - lemat
Zal. f: U — C - f. ciagta na zb. otw. U C C, zer
Teza Jesli dla kazdego trojkata T C U\{zo}, [,y f(2)dz = 0, to takze dla dowolnego tréjkata K C U, [, f(z)dz = 0.

Tw. Cauchy’ego
Zal. f: U —- C-f holo.nazb.otw. UCC,D={z:]z—2z| <r}CcU

Teza Dla kazdego z z wngtrza kola D: (1) f(2) = 5= [, f;(wz)dw (2) f™M(2) = 2 fBD %dw n=12... W

szczegolnoscei f. holo jest rézniczkowalna nieskonézenie wiele razy.

Formuta Leibniza - lemat
Zal. K C C - zb. zwarty, U C C - zb. otwarty, F': K xU — C - {. ciggla t. ze dla kazdego w € K pochodna czastkowa
%F(w,z) jest okreélona na U i f. %F : K x U — C - ciagta

Teza Dla dowolnej kaw. gt. drogi 7 : [a,b] — K: f F(w, z)dw = [

5 BZF w, z)dw.

Tw. Morery
Zal. f: U — C - f. ciaggla na zb. otw. U C C
Teza Jesli dla kazdego tréjkata T'C U, [, f(2)dz =0, to f jest f. holo.

Tw. Weierstrassa
Zal. f, : U — C - ciag f. holo. na zb. otw. U C C, zbiezny niemal jednostajnie do f. f: U — C
Teza f jest f. holo. i ciag pochodnych f/, : U — C jest zbiezny niemal jednostajnie do pochodnej f’': U — C.
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Tw. Cauchy’ego-Hadamarda
Zal. > an(z — 29)" - szereg potegowy, a, € C

Teza Promien zbieznosci R = . nl - 0 < R < 400 tego szeregu ma nastepujace wlasnodei: (1) szereg ZZO,O an(z—
im Y/ |an =

20)™ jest zbiezny niemal jednostajnie w kole otw. {z : |2 — 29| < R} i jest rozbiezny w kaZdym punkcie |z — zg| > R;
(2) suma szeregu f(z) = > oo an(z — 20)™ jest f. holo. w kole {z : |z — zo| < R} i a, = = ( o) tzn. szereg potegowy
Yoo g an(z — z0)™ jest szeregiem Taylora dla f. f w tym kole.

Zal. f: U —- C-f holo.nazb.otw. UCC, z€eU,D={z:]|z—2| <r}cCU
Teza f(2) = 3220 £z0) (5 — 20, dla 2 € D.

n!

Zasada identycznosci - lemat pomocniczny

Zal. f(z) = Y..° o an(z — 20)" - suma szeregu potegowego o dodatnim promeiniu zbieznosci R, okreslona w kole
{z:|z— 20| < R}

Teza Jedli f nie jest tozsamos$ciowo réwna zeru, to istnieje otoczenie V punktu zq t. ze f(z) # 0 dla z € V\{2o}.

Zasada identycznosci
Zal.U C C - otw. zbiér spdjny
Teza Jedli f. holo. f,g: U — C pokrywaja sie na zbiorze, ktéry ma w U punkt skupienia to f = g.

Lemat
Zal. f : U — C - {. holo. na otw. zb. spéjnym U, f(z0)=0 i { nie jest stale réwna zeru na U
Teza Nie wszystkie pochodne f w zy sa réwne zeru i jedli (") (zg) jest pierwsza niezerowa pochodna f w 2z, mamy

f(z)=(z—20)"g(2) 1 g(z0) # 0.

Zal. f: U — C - f. holo. na zb. otw. U C C, nie zerujaca sie na zadnej sktadowej zb. U, K C U - zb. zwarty

Teza f mozna zapisaé¢ w psotaci f(z) = (z — z1)™ ... (2 — z)"™g(2), gdzie z1,...,2, € K sa zerami f o krotnosciach
odpowiednio myq,...,my oraz g : U — C jest f. holo. nie zerujaca si¢ w zadnym punkcie zb. K.

Lemat

Zal. v : [a,b] — C\{0} - ciagla droga omijajaca 0
Teza Istnieje ciagla droga A : [a,b] — C t. ze expA(t) = v(t) dla t € [a,b]. Przy tym, jesli v jest kaw. gl., to takze A
jest kaw. gt.

Lemat

Zal. )\ : [a, b] — (C\{O} droga kawlakami gi.

Teza fw gz \7(a)| + iDarg(7) (jesli v jest petla, y(a) = (b), to 7 v d = M jest liczbg catkowita.)

Zat. f: U — C - f. holo. w zb. otw. majaca skoficzenie wiele zer z1,...z; w U, prz czym m; jest krotnoscig zera z;

Teza Dla dowolnej kaw. gl. petli v : [a,b]— — U\{z1,..., 2}, homotopijnej w U z petla stala, mamy Ind(f o~,0) =
z k
27” fv ]}(z))d =Y o1 myInd(y, ;).

Tw. Rouché
Zal. U C C - otw. zb. spéjny, 7 : [a,b] — U - petla kaw. gl., homotopijna w U z z petla stala; f,g: U — C - {. holo.

t. ze |g(v(8) — F(v()| < |f(v(®))| dla t € [a,b] oraz Ind(y,z) =1, jedli f(z) =01ub g(z) =0
Teza Ny = Ny, gdzie Ny i N, sa odpowiednio liczbami zer funkcji f i g, liczonych wraz z krotnosciami.

Zal. f: U — C - f. holo. w zb. otw. U C C, f(20) = wp 1 20 jest zerem krotnosci n f. f — wq
Teza Istnieja 7 > 01id > 0t. ze jesli 0 < |w — wp| < d to réwnanie f(z) = w ma w kole {z : |z — 29| < r} dokladnie n
pierwiastkéw, kazdy o krotnosci 1.

Zal. U C C - zb. otw., 29 € U; f : U\{z0} — C - {. holo

Teza (1) f ma w zy osobliwo$é¢ pozorna < gdy lim,,..(z — 20)f(2) = 0; (2) n.w.s.r.: (i) f ma w zy biegun; (ii)
istnieje wielomian W stopnia m > 1 t. ze f. f(z) — W( ) ma w 2o osobliwos¢ pozorna; (3) dla 1. naturalnej m > 1
lim,_,,,(z — 20)"f(2) =a,a#0,acC.

zZ—2Zz0

Szczegdlny przypadek tw. o resiudach - lemat
Zal. W - wielomian; b € C; W® = W (L5)

z—

Teza Dla kazdej petli kaw. gt. 7 : [or, ] — C\{b}, 5=

1-)dz = Res(W®),b) - Ind(v,b).

Tw. o residuach

Zal. U C C - zb. otw. B C U - zb. skoniczony; f : U\B — C - f. mero. w U

Teza Dla kazdej petli kaw. gl. v : [a, 8] — U\ B, homotopijnej w U z petly stala 2%” fv f(z)dz = g Res(f,b) -
Ind(y,b).
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Zasada argumentu (uogélnienie tw. 21)

Zal. U C C - zb. otw.; B C U - zb. skoficzony; f : U\B — C - f. mero. w U, majaca skonczony zbiér zer Z = {z €
U\B : f(z) = 0}; n(a) - krotnoéé zera a € Z; m(b) - rzad bieguna b € B

Teza Dla dowolnej petli kaw. gt. v : [a, 5] — U\(B U Z), homotopijnej w U z petla stala, mamy: Ind(f o~,0) =

— f“/ ]}((ZZ)) dz =3, cpn(a) - Ind(y,a) =3, c g m(b) - Ind(v,b).

Tw. Casoratiego - Weierstrassa

Zal. U C C - zb. otw., 29 € U; f : U\{z0} — C - {. holo.

Teza Jedli f nie ma w zy ani osobliwosci pozornej, ani tez bieguna, to dla kazdego w € C istnieje ciag z, € U\{z} t.
ze zp — 20 1 f(zn) — w.

Funkcja f : P — C holo. w piercieniu P = {z : Ry < |z — 20| < Ra}, 0 < R; < Rs < +00, rozwija sie w szereg
Laurenta f(z) = >0 an(z—20)" =Y pegan(z—20)"+ D ney a_nﬁ, gdzie (1) oba szeregi >~ an(z—zp)"

iy, a,nﬁ sa zbiezne w pierscieniu P niemal jednostajnie; (2) dla kazdego r € (R1, R2) oraz kola D, =

{z:|z =2 <r}, ap, = ﬁ faDT %d:z, n = 0,F1,F2,.... W szczegdlnosci rozwiniecie w szereg Laurenta w
pierécieniu P funkcji f jest jednoznaczne.

Lemat Schwarza

Zal. f : D — D - f. holo. kola D = {z : |2| < 1} w siebie zachowujaca zero, f(0) =0

Teza |f(z)| < |z| dla z € D i |f'(0)] < 1. Ponadto, jesli dla pewnego zo # 0, |f(20] = |20, lub tez |f'(0)] = 1, to
istnieje § € R t. ze f(2) = €2, dla z € D.

Kazda f. holo. f: U — C w obszarze jednospéjnym U C C ma w U funkcje pierwotna.

Tw. Montela
Z kazdego ciagu f, : U — C f. holo., wspdélnie ograniczonych na U, |f,(2)] < M dla z € U, n = 1,2,..., mozna
wybraé¢ podciag zbiezny na U niemal jednostajnie.

Tw. Hurwitza
Zal. f, : U — C - ciagg f. holo. zbiezny niemal jednostajnie na otw. zb. spéjnym U C Cdo f. fo : U — C
Teza Jesli wszystkie funkcje f,,, n = 1,2, ... sa réznowarto$éiowe, to granica fj jest albo stala, albo réznowartosciowa.

Tw. Riemanna

Dla kazdego obszaru jednospdjnego U C C, U # C istnieje przeksztalcenie konforemne f : U — D na kolo D =
{z : |z| < 1}. Ponadto, dla ustalonego zo € U, istnieje dokladnie jedno takie przeksztalcenie konforemne spelniajace
dodatkowo warunki f(zo =01 f/'(z0 = Ref'(z0) > 0.

Lemat pomocniczy
Zal. U C C\{c} - obszar jednospéjny, zo € Ui D = {z: |z| < 1}
Teza Istnieje przeksztalcenie konforemne g : U — ¢(U), t. ze g(U) C D, g(z9) =0, ¢'(20) = Reg'(z0) > 0.

Lemat pomocniczy
Zal. W C D ={z:|z|] < 1} - obszar jednospojny zawierajacy zero, a € D\W

Teza Istnieje przeksztalcenie konforemne ¢ : W — (W) C D t. ze ¢(0) = 0 oraz ¢’ (0) = 21\7'% > 1.

Zat. U C C - obszar jednospdjny
Teza Dla kazdej f. harmonicznej u : U — R istnieje f. holo. f: U — C t. ze u = Ref (f. v = Imf nazywa sie funkcja
harmonicznie sprzezona z u na zb. U).

Tw. o wartoéci éredniej
Zal. v : U — R - f. harmoniczna na zb. otw. U CC, D={z:|z—a| <r} CU

Teza u(a) = 5= 027r u(a + rett)dt.

C. Wnioski

1.

2.

Jedli f. ciagla f : U — C ma na U {. pierwotna, to dla kazdej kaw. gl. petli v : [a,b] — U, fv f(z)dz =0 (np. gdy
wielomianem W (z) = ag + a1(2) + ... a,2"; dla petli y(t) = e, ¢t € [0,27], f(z) = 1 ma f. pierwotnej w pierscieniu
{z:3 <|2| <2}, bo I, f(z)dz = 2mi).

Zal. W C C - otw. zb. wypukly, f: W — C - f. ciagla t. ze dla kazdego trojkata T C W, fBT f(z)dz=0
Teza f ma f. pierwotna na W. W szczegoélnosci kazda f. holo. na W ma na W f. pierwotna.



Zat. f: U — C - f. holo na zb. otw. U C C
Teza Jesli kaw. gt. petle vo, 71 : [a,b] — U sa homotopijne w U to f’Yo f(z)dz = fw f(2)d=z.

Teza poprzedniego wn. pozostaje prawdziwa, jesli zaklada sie jedynie, ze f : U — C - f. ciagla t. ze dla pewnego
zo € U, holo. na U\{#}.

Nierownosé Cauchy’ego

Jesli f: U — C jest f. holo. na zb. otw. U C C, D = {2z : [z — 20| < r} CU i M = sup{|f(z)| : z € 9D}, to dla
n=12_..[f"(x <M.

Tw. Liouville’a
Jesli funkcja holo. f : C — C jest ograniczona to jest stata.

Zasada maksimum modutu
Zal. f: U — C - f. holo. na zb. otw. i spéjnym U C C
Teza Jesli istnieje w € U t. ze | f(w)| > | f(z)| dla z € U, to f. { jest stala.

Zal. Niech U C C - zb. otw. 29 € U, f: U — C - {. ciagla
Teza Jedli f jest rozniczkowalna w kazdym punkcie z € U\{zo} to jest tez rézniczkowalna w zg.

Zal. f :U - C-f holo,, D={z:]z— 20| <r} CU,y(t) =2 +re’, t €[0,2r], 7 >0
Teza Jesli f nie przyjmuje zera na 0D i Ny jest liczba zer f w kole otwartym D\OD, z ktérych kazde liczone jest tyle

razy, ile wynosi jego krtonos¢, to Ny = o faD J;,((ZZ)) dz = Ind(f o~,0).
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10. F. holo., ktora nie jest stala na zadnym zb. otw., przeksztalca zb. otw. na zb. otw.
11. Zal. f: W — C - f. holo. na zb. otw. W C C, 2z € Wi f'(20 # 0
Teza Istnieje otw. otoczenie Wi punktu zg t. ze obciecie f|W; : Wi — f(W7) jest przeksztalceniem konforemnym na
zb. otw. f(Wh).
12. Zal. f : P — C - f. holo. w pierscieniu P = {z: 0 < |z — 29| < R}; f(2) = Y00 an(z— 29)" - rozwiniecie f w szereg
Laurenta w tym pierscieniu
Teza (1) f ma w 2y osobliwo$é pozorna < gdy 0 =a_1 = a_3 = ...; (2) f ma w z¢ biegun rzedu m < gdy a_,, # 0
oraz 0 =a_ym—1 = a_m—2 =...; (3) f ma w zp osobliwoéé¢ istotna < gdy a_, # 0 dla nieskonczenie wielu n.
13. Kazde przeksztalcenie konforemne f : D — D kota D = {z : |z| < 1} na siebie jest postaci f(z) = e?p,(2), gdzie
0eRi f(a)=0.
14. Zat. U C C - obszar jednospdjny; f : U — C - f. holo. nie przyjmujaca wartosci zero
Teza Istnieje f. holo. g : U — C t. ze exp(g) = f.
15. W kazdym obszarze jednospdjnym nie zawierajacym zera istnieje galaz logarytmu (L : U — C, exp(L(z)) = 2).
16. Jesli f : U — C jest f. holo. na zb. jednospéjnym U, nie przyjmujaca na U wartosci zero, to istnieje f. holo. h: U — C
t. ze f = h2.
17. Zasada maksimum dla f. harmonicznych
Zal. u: U — R - f. harmoniczna na otw. zb. spéjnym, U C C
Teza Jedli dla pewnego a € U, u(a) > u(z) dla z € U, to {. u jest stala na U.
D. Uwagi
1. Formula Eulera: e!™ = —1.
2. Liczby zespolone z spelniajace warunek e* = w, gdzie w # 0 sa opisane: z = In|w| + 6, gdzie 0 jest argumentem w
(w réznig sie o catkowita wielokotno$é 27i.
3. Utozsamiajac liczby zespolone z punktami R? mozemy rozpatrywaé f : U — RZ2. Pochodna f w zg € U w sensie rze-
czywistym jest przeksztalceniem liniowym df (z0) : R? — R2. Istnienie pochodnej zespolonej znacza rézniczkowalnosé
w sensie rzeczywistym i dodatkowo warunek, ze przeksztalcenie liniowe df (zp) jest operacja mnozenia przez liczbe
zespolona: df (z0)(h) = f'(20) - h, gdzie f'(20) = a + ib, h = hy + ihs.
4. Reguly rézniczkowania funkcji zespolonych sa analogiczne do regul rézniczkowania funkcji rzeczywistych:

(f+9)(20) = F'(20)+'(20); (F+9)(20) = '(20) 9(20) + f(20) - ¢’ (20); (L)' (20) = Lok alo) G0l g GOl (fo g)(29) =
f'(9(20)) - 9(z0). Ponadto, jesli f : U — C holo. w zb. otw. U C Ci ¢ : (a,b) — U jest f. rézniczkowalng zmiennej
rzeczywistej, ¢/ (t) = (Rep)'(t) = i(Imp)'(t), to: (f o ¢)'(t) = f'(¢(t)) - #' (1)



10.

11.
12.
13.

14.

15.

16.
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18.

19.

20.

21.

22.

23.

24.

. W pierécieniuu U = {z : 3 < |2 < 2} nie istnieje galaZ argumentu.

. Jedli o : U — R jest galezia argumentu, to L(z) = In|z| + ip(z) jest galezia logarytmu w U.

. Jedli @1, @3 : [a,b] — R sg calkowalne w sensie Riemanna i w € C, to: fab(gol(t)+wgag f o1(t dterf oot
oras | [ o(t)dt] < [ o(0)lat

. Jesli T : [e,d] — [a,b] jest kaw. gl. homeomorﬁzmem to droga y o 7 : [¢c,d] — C jest kaw. gl. i fWOT z)dz = (*) =
fy f(2)dz, jesli T nie zmienia orientacji albo ( f f(z)dz wpp.

. Calka wzdluz zorientowanej tamanej w C (y(¢ ) = zo + t(z1 — 20), t € [0,1] - standardowa parametryzacja odcinka

[20,21] € C i prayjmujemy [ . f(z)dz = [ f(z)dz = (21 — 20) Jo F(z0 + t(z1 — 20))dt, gdzie f : [20,2] — C, £ -
ciagla).

Catka wzdhuz zorientowanego brzegu kota w C (y(t) = 2o + re', t € [0,27] - standardowa parametryzacja okregu
0D = {: |2 — 20 = 1} i praimjemy [y, (2)dz = [ [z = ir 7 f(zo-+ rel)ed gie £ : 0D — C. I - ciagla
= 2mi).

w szczegdlnosci faD P

Niech v : [a,b] — C - droga kaw. g}. 1 f : v([a,b]) — C - f. ciagla. Wéwczas \fy f(2)dz| <I(y)-sup{|f(2)] : z € ¥([a,b])}.
7 tw. Liouville’a wynika natychmiast zasadnicze tw. algebry.

Zal. f,, : U — C - ciag f. ciaglych zbiezny niemal jednostajnie do f : U — C, U -zb. otw. w C
Teza (1) f jest f. ciagla; (2) dla kazdej kaw. gl. drogi v : [a,0] = U, [ f(z)dz — [ f(2)dz

M-test Weierstrassa
Jedli dla ciggu f, : K — C f. ogarniczonych szereg ) ||fn||x norm || fn||x = sup{|fn(2)| : z € K} jest zbiezny, to
szereg funkcyjny > f, jest zbiezny jednostajnie na K.

Rozwinigcia w szereg, z € C: expz = 1+ § + Z; +...= Z?O%ﬂ;; cosz = I—ZQ—T—FZ—T—. =3 (=" (2:; ;

sinz = z — %3', + g—? — == ;2::11 W kole |z — 1] < 1, galezi gléwnej logarytmu: Log(l + z) =
2 3

R I A e N

Niech 7 : [a,b] — C\{0}, X : [a,b] — C - drogi opisane w tw. 19, v = exp) = ef . eI™m* Wowczas Rel = In|y| oraz
dla kazdego t € [a, b] Im~y(t) jest argumentem liczby zespolonej y(t). Liczbe rzeczywista Aqrg(y) = ImA(b) — ImA(a)
nazywac bedziemy przyrostem argumentu wzdiuz drogi . Zauwazmy, ze Aqqq(7) nie zalezy od wyboru A oraz, ze
jesli v1, v2 : [a,b] — C\{0}, sa drogami, A1, A2 : [a,b] — C1v; = exp)j, to 11 -v2 = exp(A1 + A2), wiec otrzymujemy:
Aarg('Yl : '72) = Aarg('}/l) + Aarg (’72)-

Zalozenie |[g oy — fov| < |f o] zapewnia, ze petla v nie przechodzi przez zadne zero funkcji f lub g. Ponadto, fig
maja tylko skonczenie wiele zer.

Jesli f. f holo. w otoczeniu zg ma w zg zero krotnosci n, to istnieje otoczenie W punktu zp t. ze dla kazdego z € W\{2},
F(2) £ 0 f(2) £0,

Zal. f : Wy — Wy - przeksztalcenie konforemne miedzy zb. otw. Wy, Wy C C

Teza (1) z Wn. 10 wynika, ze f jest homeomorfizmem W7 na Wa; (2) z tw. 24 wynika, ze f'(z) # 0 dla z € Wy; (3)
przeksztatcenie odwrotne f~1 : Wy — W, jest konforemne.

-1

(1) Jedli f ma w b biegun rzedu m, to Res(f,b) = ﬁ lim,_ ﬂﬁ((z —b)™ - f(2)); (2) niech f(z) = 287 gdzie g

i h sa holo. w otoczeniu b, g(b) # 0 i h ma w b zero krotnosci m. Wéwczas f ma w b biegun rzedu m; (3) jesli w (2),

h ma w b zero jednokrotne, h’/(b) # 0, to w b jest biegunem prostym f oraz Res(f,b) = }f,(—(bb)).

Przyklad osobliwosci istotnej - f. exp(L) w zerze: dla t € R mamy lim, o+ exp(+) = +00 oraz |exp(+)| = |exp(—it)| =
1, a wiec f nie ma w zerze ani osobliwosci pozornej, ani tez bieguna.

Zal. D={z:|z| <1};dlaa € D @,(z) = 2%, 2 # 1

Teza (1) f. ¢, jest holo. w kole {z : |z| < ‘a‘} zawierajacym D; (2)¢q(D) = D, ¢4,(0D) = 0D, ¢,(a) = 0, ¢.(0) = —a;
1
1—|a]?

(3) ¢a : D — D jest przeksztalceniem konforemnym i (¢,) "t = ¢_o|D; (4)¢,(0) =1 —|al?, ¢ (a) =

Zal. U C C - obszar jednospdjny
Teza Dla dowolnej f. holo. f: U — C iy, v2 : [¢,d] — U drég kaw. gl. o wspdlnym poczatku i konicu (71 (c) = v2(c),
1(d) = 72(d) mamy [, f()dz = [, f(=)dz

Jesli f : U — C jest f. holo., to z réwnan Cauchy-Riemanna wynika, ze obie f. Ref i Imf sa harmoniczne.



E.Dowody

e Tw. 3 Cauchy-Riemanna
Istnienie cigglych pochodnych czastkowych gwarantuje istnienie pochodnej rzeczywistej df (z) w kazdym punkcie

ou ou

B (Z) Jy (2)1 _ |:a —b

z € U. Istnienie pochodnej [av (z) 22(2) b a ] , co jest réwnowazne réwnaniom C-R. Poniewaz f’(z9) = a+ib,
oz dy

to mamy druga cz. tezy.

o Tw. 7 Goursata
Lemat: Dla kazdego tréjkata K C U mozna wybra¢ tréjkat L C K t. ze. [((OL) = 31(0K) oraz | [,,; f(z)dz| >
i‘ faK [(2)dz|.
t.aczac srodki bokéw tréjk@ta K odcinkami dostajemy 4 przystajace tréjkaty Kl, Ky, K3, Ky, t. 2e (0K = %Z(BK)
oraz [y, f(z)dz = > _ 1fK 2)dz. Dla pewnego wskaznika j mamy |de (2)dz| > | [55 f(2)dz] i wybieramy
L=Kj.
Z lematu mozna wybraé ciag trojkatéw T' =Ty D Th D Tp D ... t. zedla j = 0,1,... [(0T}11) = %l(@Tj) (1),
|f8Tj+1 f(2)dz| > 4 faTj f(2)dz|. Zwartos¢ tréjkata T gwarantuje istnienie 2 € (172, 75 (2). f(2) = f(20)+f(20)(2—

z0) + a( ) (3), limzﬂz0 ‘Iza(zzl\‘ = 0. Poniewaz caltka wielomianu po brzegu tréjkata znika dla j = 0, 1,... dostajemy
faT,- 2)dz = faT z)dz (4). Z (1) dla j = 0,1,...: 1(8T;) = (5)7UOT), | [, f(2)dz| < 4J|faT (2)dz| (5). Ustalmy
teraz dowolne € > 0 i korzystaJ@c z (3) wybierzmy 6 > 0 t. ze |a(z)| < e|z — 2|, jesli |z — zo| < 4. Wyblerzmy naste;pnie

j t. ze. 1(0T;) < 6. Wowezas z (2) i (6): |a(z)] < €-1(0T;) dla z € OT}. Z (4) ( ), (7) dostajemy |faT dz| <
J = 4J J J )2 . 47 L

4 |f8T (2)dz| = 4| €ar, a(z)dz| < 4 faT,- la(z)|dz < 471(8T;)? - e. Zatem z (5): | [op f(2)dz| < 47 51(0T)? -

€- l(@T) Wobec dowolnosci €, [y, f(z)dz = 0.

e Tw. 9 Cauchy’ego
Wzmocnimy najpierw Uw. 9, pokazujac, ze Vz € D\9D faD % = 2mi. W tym celu wybierzmy koto K = {w :
|lw — z| < d} € D\OD. Niechyo(s) = zo + re®®, s € [0,2n] i niech ~(s) b(;dzie punktem na okregu 0K lezacym
na odcinku [z, 70( )]. Petle 'yo i v, sa homotopijne w U\{z} i f. w — jest holo. w tym zb., zatem z Wn. 2

dw
D w—z fa'yg w—z fa'}q w—z oK w—z

Teraz wybierzmy R > r t. ze kolo otw. = {w : |20 — w| < R} jest zawarte w U. Ustalmy punkt z € D\9OD i
(w) f(Z)

w—=z

= 27m1.

rozpatrzmy f. g : W — C: g(w) = jesli w # z i g(w) = f'(z) wpp. Funkcja g jest ci@gla w kole W i holo. na
W\{z}. Zgodnie z Tw. 8, Wn. 2 i Wn. 1 Jop 9(w)dw = 0. Zatem [, wwz)dz = f(2) [op 2 =2mif(2) (1).
Zastosujemy formuhg Leibniza (Tw. 10) do f. F,(w,z) = (u{(—?)m (w,z) € 0D x (D\@D) n = 1,2,... Mamy

P Z)(wz)dw 4y Fi(w,z)dw = [y, ZF(w,z)dw = [, %dw, czyliz (1) f'(2) = 5 [op (f(w)) dw.

e Tw. 11 Morery
Niech zo e Ui W ={z: |z — 20| <r} CU,r >0.Z Wn. 2 f ma f. pierwotna na W, tzn. 3 f. holo. F: W — C t. ze
f=F'. 7 tw.9F jest rézniczkowalna nieskonczenie wiele razy, w szczegdlnosci F” jest pochodng f na W. Tak wiec f.
f jest rézniczkowalna w zg

o Tw. 12 Weierstrassa
Holo. f Wymka natychmiast z Tw. 11 i Uw. 13: dla dowolnego tréjkata T C U, 0 = [, or fn(z ydz — |, or (2)dz, a wiec
Jor f(2)dz =0.
Ustalmy dowolny zb. zwarty K C U i niech d = inf{|z — w]| : z € K,w¢ U} >0 (1). Zb. zwarty K mozna pokry¢
skoniézenie wieloma kotami o srodkach lezych w K i promlemu , K C U 105, Ci={z:z—z| < %}, zj € K (2)1

niech D; = {z: |z — z;| < fd} E=D;...UD,. Wéwczas C; C D i E C U. Ze wzoru Cauchy’ego Vz € C; mamy:
W)= fo(w 1f~fallo,
F(2) = 12 = 32l Jon, @oledw = Jop, (itgrdul < 5 fop, PRz dw < gL = (2n3d). Zatem z (2),

G): lf = fallx < dllf full, a poniewaz E jest zwarty [|f — fullz — 0, a wice [[f" = fi[[x — 0.

e Tw. 16 Zasada identycznosci
Niech h = f — g i niech E = {z € U : h zeruje sie w pewnym otoczeniu punktu z} (1). Zauwazmy, ze jesli h(z, = 0,
Zn — 20, 20 € U, 2z # 29 dla n # 0, to 29 € E (2). Istatnie, h jest f. holo. na U, rozwija sie, wiec wokdl zp w szereg
potegowy (Tw. 14), zatem zgodnie z Tw. 15, zeruje sie w pewnym otoczeniu zo. Stad i zal. wynika takze, ze E # (.
7 (2) wynika, ze zbiér E zawiera wszystkie swoje punkty skupienia nalezace do U, a wiec jest relatywnie domkniety
w U. Jednoczesnie z (1) E jest zbiorem otw., wiec ze spéjnosci U wnosimy, ze U = E.

e Tw. 22 Rouché
Z zalozen i Tw. 21 wynika, ze Ny = Ind(fo~,0), Ny = Ind(go~,0). Pozostaje spr., ze petle fo~ i go sa homotopijne



w \{0}. Przyjmijmy 79 = f oy, 1 = go~ iniech H(s,t) = 70(s) + t(71(s) — 10(s)), (s,t) € [a,b] x [0,1]. Wéwczas
[H(s,t] > 10(s)] — thn(s) = 20(5)] > 0(s)] — Hro(s)] > 0, a wiec H jest homotopia w C\{0} miedzy 7o i 71.

Tw. 26 o residuach

Zgodnie z Tw. 25 Vb € B mozna wskaza¢ wielomian Wy (2) t. ze f. f(z) — Wy(15
Wowcezas g(z) = f(2) = D e Wb(ﬁ) ma w kazdym punkcie b € B osobliwo$¢ pozorna i g mozna rozszery¢ na U
do f. holo. przyjmujac g(b) = lim,_ g(z). Poniewaz 7 jest w U homotopijna z petla stala, wiec fv g(2)dz =01 z def.
residuum i Tw. 26 wnosimy, ze 5- f,y f(2)dz = cp 7 f,y Wy(15)dz = 3, c g Res(W®),b) - Ind(v,b). Stosujac ten

wzér do petli t — b+ re't, t € [0,27], obiegajacej brzeg kota D = {z : |z — b| < r} C U rozlacznego z B\{b} mamy
tez Res(f,b) = Res(W®) b). Stad wynika tw. o residuach.

) ma w b osobliwo$é pozorna.

Tw. 27 Zasada argumentu

Tak jak w dowodzie Tw. 26 Vb € B mozna znalez¢ wielomian W () stopnia m(b) t. ze f. g(2) = f(2) =Y ,c g Wo(25)
(1) ma w kazdym punkcie b € B osobobliwo$¢ pozorna i przyjmujac ¢g(b) = lim,_,; g(2), rozszerzamyy g do f. holo na
U. Formule (1) mozna zapisa¢ w postaci f(z) = % (2), gdzie h : U — C - f. holo (przy czym h(b) # 0
dla b € B, bo inaczej f miatoby w b biegun rzedu nibzegzego niz m(b), Def. 23). Poniewaz h i f maja identyczne zera,
z takimi samymi krotnosciami h(z) = [[,c,(z — a)™)p(2) (3), gdzie p : U — C jest f. holo na U, nie zerujaca sie
w zadnym punkcie U (Tw. 18). Z (2 ) i (3) mamy wiec f(2) = ([[,ez(z — @)™ ) Tpep(z — )™ ®)p(2). Zatem na

zbiorze U\(B U Z), £ ZaGZ ﬁ — > beB m(b + £ (4). Poniewaz + jest homotopijna ze stala w U i ¢ (2)

f(2) z— SP(Z) ©(z)
jest holo. na U, f i((;) dz = 0, zatem z (4) dostajemy - . ]}((ZZ)) dz =Y cpn(a)Ind(y,a) — >, . m(b)Ind(v,b).

Pozostaje przypomnieé, ze ﬁ f,y J;((;)) dz = Ind(f o~,0).

Tw. 28 Casoratiego-Weierstrassa

Zal. ze dla pewnego wgy € C nie istnieje ciag z, — 2o t. ze f(z,) — wp. To oznacza, ze dla pewnych liczb dodatnich
d,r, (1) jedli 0 < |z — 2] < r, to |f(z) — wo| > d. Rozpatrzmy kolo D = {z : |z — 2| < r} i funkcje h : D\{z) — C
okreslong formuta h(z) = m (2), z € D\{z}. F. h jest ograniczona, wiec lim,_,,,(z — z0)h(z) = 0 i zgodnie z
Tw. 24 (1), ha ma w z — 0 osobliwo$¢ pozorna, lim._.., h(z) = a. Jesli a # 0, mamy z (2), lim._.., f(z) = L + wy, a
wiec f ma w zg osobliwosé¢ pozorna. Jesli a = 0, lim,_,,, |f(2)| = oo, a wiec f ma w zy biegun.

Tw. 32 Montela
Spr., ze rodzina f. f,, n = 1,2,... jest jednakowo ciaglta w kazdym punkcie z — 0 € U, tzn. Ve > 03§ > 0Vz €
UV¥n|z — zo| < 0, to |fu(2) — fn(20)] < € (1). W tym celu rozpatrzmy kolo D, = {z : |z -zl <r}cU,r>0.

el [z — 20| < §, mamy [fa(2) — FuCo)l = 15k Jyp, 28w — 5 [, 2 du] = | f,p, =) g0 <
% = M|y — 2y|. Tak ngc dla zadanego € > 0, § = min(%, ;57) spelnia (1 ), dlazeUin=1,2,.... Niech

={zeU:|z|<pilz—w|> dla w ¢ U. Zbiory K, sa zwarte, K1 C Ky C ... C U i kazdy zbiér zwarty lezacy
w U jest zawarty w pewnym zb. Kp. Twierdzenie Ascoliego-Arzeli, warunek (1) i wspdlna ogarniczonosé rodziny fi,,
n=1,2,... zapewniaja, ze mozna kolejno wybraé ciagi fi1, fi2, fis,... (wiersz 1), fo1, fo2, fos,... (wiersz 2) ..., tak

ze fi1, fi2, ... jest podciagiem ciagu fi1, fo,..., f+1,1, fp+1,2,- - jest podciagiem ciagu f, 1, fp2,. .. 1 kazdy ciag fp,
fp2,- - - zbiega jednostajnie na K,. Wowczas ciag przekatniowy fi1, fa2,... jest podciagiem ciagu fi, fo,... zbieznym
niemal jednostajnie na U.

Tw. 33 Hurwitza

Zal. ze f. fo nie jest stala na U i niech zg, 21 € U, 2o # 21, wo = fo(20), wn = fu(20), n = 1,2... (2). Poniewaz fy
nie jest stala, z; nie jest punktem skupienia zbioru f; ' (wp), mozna zatem wybraé koto D = {: |z — 2| < r} C U,
OD N fyt(wo) = 0 (3), 20 ¢ D. Niech d = inf{|wy — fo(2)| : 2 € 9D} > 0 (4). Ustalmy n > 1 t. Ze (zob. 2)
fu = follp < 4, Jw =0 —w,| < . Dla 2 € D mamy wowezas (zob. (2), (3), (4)) |(fa(2) — wn) — (fo(z) — wo)| <
|fr(2) — fo(2)| + |wn — wo| < d < |fo(z) — wo|, & wiec z tw. Roucheé, fo — wy ma w kole D tyle samo zer ( z
uwzglednieniem krotnoéci), co f. f, — w,. Poniewaz z zal., f,, jest f. réznowartosciowa i z — 0 ¢ D (zob. (3)), zatem
fal20) = wn € fu(D), czyli f, — w, nie zeruje si¢ na D. Tak wiec fo — wo nie zeruje sie na D i w szczegdlnosci,

Jo(z1) # wo = fo(z0, zob. (2).

Whn. 5 Nieréwnosé Cauchy’ego
Z Tw. 91 Uw. 11: [ (20)| < 22 [op ilidlerdw < g22mr 2 = 2L

rmn

Wn. 6 Tw. Liouville’a
Niech |f(2)] < M dla z € C. Ustalmy dowolne zy € C. Z Wn.5 Vr > 0, rozpatrujac koto {z : |z — 2| < r} otrzymujemy
nieréwnosé | f/(zo)| < % Wobec dowolnoéci r, f'(z9 = 0. Tak wiec pochodna f’ zeruje sie na C i f jest f. stala.



e Wn. 7 Zasada maksimum modutu Zbiér E = {U € U : |f(2)] = |f(w)|} (1) jest relatywnie domknigty w U (tzn.
ENU = E). Pokazemy, ze jest tez otw. Niech 20 € Ei D = {2 : |z — 20| < R} C U. Vr € (0,R] i kota D,{z :
|2 = 20| < 7}, 2 Tw. 9 (1) i (1) mamy 27 f(w)| = 27|f(z0)| = | f,, £2dz| < [y, Lz = L[, |f(2)]d=.
Poniewaz 27| f(w)| = %faD,. |f(w)|dz (f(w) jest stala) oraz |f(w)| > |f(%)], dla z € D,, wynika stad, ze calka f.
nieujemnej [, (|f(w)] —[f(2)[)dz jest zerem, a wigc f. pod catka zeruje si¢ na 0D, Pokazalismy, ze |f(z)| = | f(w)],
jesli |z — 2o < R, a wiec D C U (zob. (1)). Ze spéjnosci U wnosimy, ze E = U, a wiec modul |F| jest {. stalag na U.
to oznacza, ze f przeksztalca zb. otw. U w pewien okrag, zatem pochodna rzeczywista df (z) : R? — R? nie moze by¢
izomorfizmem liniowym w zadnym punkcie z € U, czyli f'(z) =0 dla z € U, a wigc f. f jest stala.

e Inne: Tw. 30 Lemat Schwarza, Tw. 34 Riemanna



