1. CENTRALNE TWIERDZENIA GRANICZNE

e Intuicja
Suma duzej liczby niezaleznych skladnikéw o skoriczonej wariancji, gdzie zaden sktadnik nie dominuje
ma w przylizeniu rozklad normalny (ttumaczy to tez wszechobecnosé rozkladu N).

e Schemat serii
Tablica zmiennych losowych postaci (X, ., ), gdzie r,, = 0o, n = 1,2,.... Zakladamy, ze zmienne losowe
w kazdym wierszu X, 1,. .., X, sa niezalezne (dla wygody &, = n).
e Tw. Lindeberga
Zal. ze dla kazdego n, zmienne X, 1, X, 2, ..., X, ., 53 niezaleznymi zm. los. o Sredniej 0 takimi ze ZZ 1
EX?2, —="7> 1. Dodatkowo zak. 7e jest spetniony war. Lindeberga Y ;" EX? 1qx, ,|>c3 =" 0
dla kazdego e>0. Wowezas X1 + ...+ Xp ., = N(0,1).
Dowdd:
Zn = 3oy Xngs Pk = varphix, U?@,k = EX’rzL,k‘
Pokazujemy, ze ¢z, (t) = [[1_; onk(t) =" e~t/2
(92,0 = €721 = 1 TTioy @n(8)( czyli BetXnr) — T[1_; e 7nat™/?) <
Rozbijamy na dwie sumy i szacujemy z gory przez skladniki, ktore zbiegaja do 0 przy n — co. (dopisu-
jemy B(—itX, . — 1+ 382 X2 ) +1— 52 ik:
Korzystamy z nieréwnosci aq, ..., an,b1,...0, € Cila;|, |b;| <1 lay...an —by...by| <D |a; — byl
e Uogolnione tw. Lindeberga
— Zal. 7e dla kazdego n zmienne X, 1, ..., X, , sa niezalezne i calkowalne z kwadratem. Oznaczmy
My = EX, 1 1 przypusémy ze Y ,n ) EX, p —"7° m, Y7, VarX, , =" o2 oraz > ,~,
]E(Xn,k — mn,k)21{\Xn,k—mn,k\>6} — 0. Wowczas Xn,l + ...+ Xn,rn = N(m, 0'2).
— Zak. ze X1, Xa,... sa niezaleznymi zm. los. catkowalnymi z kwadratem, m,, := EX,,, 02 = VarX,,
=41 02. Jesli jest spetniony war. Lindeberga b2 > )| E| Xy —mp 21 x, —my|>ebey =" 0,
to X1+~~-+an*m1*m*mn :>N(071)

e CTG — najprostsza wersja

— Niech X1, X5 ... beda niezaleznymi zmiennymi losowymi o tym samym rozktadzie i niech EX = 0,

i DX = 1. Wtedy X+7ﬁ+Xn —p N(0,1).

— Zal. ze X1, Xo, ... sa niezalezne i maja ten sam rozklad o dodatniej wariancji. Oznaczmy m = EX},
= VarX;. Wowczas war. Lindeberga jest spelniony i }H\J}# = N(0,1).

e Tw. Berry-Esseena
Doktadnosé przyblizenia w CTG o ile zalozymy istnienie trzeciego momentu.

e War. Lindeberga nie jest konieczny dla zbieznosci rozktadéw zmiennych losowych Z,, do A (0,1) (k — oo,
n =1,2,...) np. wszystkie X,,  w schemacie serii maja rozktady (0, Ui’k). Zal., ze pierwsza zm. los. w
kolumnie ma rozklad N'(0, 1) (ten sktadnik dominuje), a pozostale moga mie¢ réwne wariancje, byle ich
suma = 1. Wtedy warunek Llndeberga nie jest spetniony, ale Z,, ~ N(0,1).

e Warunek Lindeberga spelniony jest gdy
— X1, Xo, ... sa wspOlnie ograniczonymi niezaleznymi zm. los. spelniajacymi war. > ,_; VarX; — cc.
— Dla kazdego n, Xy 1,..., X5, 53 niezaleznymi scentrowanymi i zm. los. spelniajacymi warunki
ooy EX2 =170 1 oraz )0, BX,, k|10 =77 0 dla pewnego § > 0 (Stw. Lapunowa).
e Tw. de Moivre’a-Laplcae’a
Zal. ze X,, ma rozklad Bernoulliego z parametrami n, p. Wowczas —2="2_ = A/(0,1).

v/ np(1—p)
e Centralne tw. graniczne pozwala bada¢ zachowanie dystrybuant sum niezaleznych zm. los. Istotnie zbiez-

no§¢ S1ttXn— (m1+ tma) , N(0,1)

jest rownowazna zbiezno$ci punktowej dystrybuant:
p (Mrttatulibuctmal ) g, )= g [lee T Py,

bn




2. PROCESY STOCHASTYCZNE. PROCES WIENERA I JEGO WLASNOSCI

Proces Wienera (ruch Browna)
Matematyczny model ruchu czasteczki zawieszonej w cieczy. Formalnie, rodzina zmiennych losowych W,
t > 0, okresonych na tej samej p-ni probabilistycznej (2, F,P).

Funkcja losowa
X = (Xi)ier, gdzie (2, F, P) — przestrzeni probabilistyczna, (F, B) — przestrzeni mierzalna, E — prze-
strzeri stanow T # () — dowolny zbiér, X; — zmienna losowa o wartoéciach wE.

Nierozréznialnosé

Funkcje losowe X = (X;)ier, Y = (Yi)iter sa nierozréznialne, jesli P(Jer Xy # Y:) = 0.

Proces stochastyczny

Funkcja losowa o wartosciach w E (czyli zwykle R, czas T = Ry, Z4, przedzial w R lub Z,, czasem
T =R, Z) — proces stochastyczny o wartoéciach w E. Proces X jest: d-wymiarowy, gdy E = R?; dys-
kretny, gdy T C Z.; ciagly, gdy T C R. Oznaczenie: X;(w) = X (t,w), Xt = X (¢).

Inaczej: Niech (2, F,P) bedzie p-nia probabilstyczna, (E,¢) p-nia mierzalna, za§ T jest dowolnym zbio-
rem. Procesem stochastycznym o wartosciach w F, okre§lonym na zbiorze T', nazywamy rodzine zm. los.
X = (X})ter przyjmujacych wartosci w zbiorze E.

Trajektoria (Sciezka)

Yw € 2 funkcja t — X;(w), T — E.

Niezalezne przyrosty

Proces X = (X;)ier (o wartosciach w E) ma niezalezne przyrosty, jesli Vo<io<..<i

tjETXt07 Xt1 -
Xty ooy Xt, — Xy, _, sa niezalezne, gdzie E = R? T = R lub przedzial.

ny

Stacjonarne przyrosty
Moéwimy, ze proces stochastyczny (X;);>o ma przyrosty stacjonarne, jesli rozktad X, — X zalezy tylko
odt— S, CZyli vt>sZOXt — XS ~ Xt—s — Xo.
Proces Wienera (ruch Browna) [PW] Proces W = (W;);cr, spelniajacy:
- Wy=0
— ma niezalezne przyrosty
- Vs<t, Wy =Wy~ N(0,t—s)
— ciagle trajektorie z p-stwem 1 (tzn. 3 taki zbior A, 7e P(A) = 1 oraz Vw € A, t — Wi(w) jest funkcja
ciagla na [0, 00).
Tw.

— Proces W = (W;)er, o wartosciach w R? jest d-wymiarowym [PW] wtedy i tylko wtedy gdy:
Wy = 0, ma niezalezne przyrosty, s < t, Wy — W, ma rozklad normalny ze Srednig zero i macierza
kowariancji diagonalna z ¢t — s na przekatne;j.

— Proces X, t > 0 jest PW wtw. gdy spetnione sa warunki 1,2,4 oraz EX; = 0, EX? = 1 oraz jesli
t>s,to Xy — Xy ~ X;_ (przyrosty stacjonarne) i EX; < co V¢ > 0.

— Proces X = (X;)er, jest [PW] wtw. gdy jest ciagly, gaussowski, EX; = 0, Cov(Xy, X,) =t A's.

Dowad
= latwo
< (1) VarXy = 0 = EX,.
(3)Dlat>s W, — W, ~N(0,Y),Y =Var(X; — X;) = VarXy; + VarX, — 2Cov(Xy, Xs) =1t — s.
(2) Ustalmy 0 < to < ... < t,> Zauwazmy, ze wektor (X, Xe, — Xpo, Xty — Xty oo, Xy, —
X, ,) ma rozklad gaussowski, wiec jego wspoélrzedne sa niezalezne wtw. gdy sa nieskorelowane.
Dla s1 < 9 < 53 < 841 Cov(Xs,, X5, — Xs,) = Cov(Xs,, Xs,) — Cov(Xs, — Xg,) = 51 —s1 = 0.
Cov(Xs, — Xsy, Xsy — Xsy) = Cov(Xs, — X, — Xs;) — Cov(Xs,, X5, — Xsy) =0.

d-wymiarowy proces Wienera
Proces W = (Wy)ser, o wartosciach w R, gdy W = (WM, ... WD) WO W sy niezaleznymi
procesami Wienera.

Uwaga

Rozktad (W,,,...,W,,) jest okreslony przez wartosé oczekiwana 0 oraz macierz kowariancji, taka ze
E(W,W,) = sAt.

Bo: Cov(Xs, Xt) = Cov(Xs, Xt — X;) + VarX, = s dlat > s oraz t dla s > t, czyli = min{s, t}.
Lemat

Jesli X = (Xy)ier jest claglym procesem z wlasnoscia Vi, <« <, (X4, ..., X4,) ~ (W, ..., Wy,), gdzie
W jest [PW], to X jest [PW].



‘Whiosek
Jesli W jest [PW], to Vi, <. <t, (We,, ..., W) (vozklady skoniczenie wymiarowe PW — rozklady wektorow
losowych) ma rozktad normalny.

Proces gaussowski

X = (X;)ter 0 wartoéciach w R lub R?, gdy V4, <. <4, (X4,, ..., X, ) ma rozktad gaussowski (PW, most

Browna X; = W, — tWy, t € [0,1]; nie sa: W7, exp(W;).

Fakt

Niech W = (Wy)ier [PW], ustalmy 0 < s < ¢. Rozwazmy ciag podzialow [s,t] taki ze s = ¢ < t} <
ot =t maxg(t, ) — 1) —n 0o 0. Wowezas 30 (Win — Win ) —nseo t =8 W L?(Q, F, P).

Rozklad skoriczenie wymiarowy funkcji losowej X

Mamy funkcje losowa lub X = (Xi)ier W E. Viu>1Y4, ..+, er. Miara probabilistyczna na E x ... x E —

Uty t,(B) = P(Xy,,...,Xt,) € B) «+ rozklad skonczenie wymiarowy procesu X, B € B®™.

‘Whniosek

PW (Wi, F;): jest martyngaltem.

Jesli zdefiniujemy filtracje (F;)i>o zaleznoscia Fy = o(Ws : s < t), to otrzymamy martyngal z czasem

ciaglym Wy, F;). Martyngaty: Wy, W2 — t.

Tw.

Prawie wszystkie trajektorie PW (W3)cjo,1) 3 funkcjami nigdzie nier6zniczkowalnymi (prawie wszystkie

trajektorie maja wahanie skoriczone).



3. LANcucHY MARKOWA, WEASNOSCI

e Macierz P = [pi;|(,j)e o Nazywamy stochastyczna (przejscia), jesli p;; € [0,1,] dla wszystkich i, j €
Eoraz ), ppij = 1 dla kazdego i € E.

e Intuicja
Fancuch Markowa charakteryzuje sie pewng liczba dopuszczalnych stanéw i regutami przechodzenia
pomiedzy nimi. Wazne, ze szansa znalezienia sie w stanie A w chwili n zalezy tylko od stanu, w jakim
byliémy w chwili n — 1 i od regul przechodzenia.

e Zal. ze (2, F,P) jest p-nia probabilistyczna, E (zbior przeliczalny, przestrzen stanow), P sa j.w. ustalone.
Lanicuchem Markowa o wartosciach w E i macierzy przejscia P nazywamy ciag (X, )n=0,1,... zm. los.
(okreslonych na tej samej przestrzeni probabilistycznej) takich ze P(X,, = an|X, = an—1,Xn—2 =
an—2,...,Xo = ap) = wlasno§¢ Markowa ciagu zmiennych losowychP(X,, = a,|X, = a,)jednorodny =
Daya,_, dla wszystkich ag, a1, ..., a, t. ze zdarzenie warunkujace ma dodatnie p-stwo ( gdy istnieje
macierz P = (p;;); jer bedaca Vn jego macierza przejscia w kazdym kroku). Réownowaznie P(X,, =
J1Xo, X1, ..., Xs1) =P(X,, = j|Xn-1) = px,,_,;. Liczba p;; jest p-stwem przejicia ze stanu ¢ do stanu
j w jednym kroku np. bladzenie losowe, model dyfuzji czastek.

e Bladzenie losowe na prostej
Ciag niezaleznych zmiennych losowych (U,,)22 ), gdziedlan > 1 P(U, = 1) =p, P(U, = —1) =1—p, Uy
— dowolna zmienna losowa o wartosciach w E, X,, = ZZ:O Uk, n=1,2,.... Ciag (X,,) tworzy lancuch
Markowa. Intuicyjne jasne, bo X,, = X,,—1 + U, (z niezaleznosci), P(X,, = $n|Xn-1 = Sn—1,..., X0 =

s0) = P(Up = sy — Sp—1) = P(U":}Q}iﬁl;’fﬂ":ll)zs"’l) = P(X,, = 5,/ Xn—1 = sp—1) (wszystkie stany

komunikuja si¢).

e Rozklad skonczenie wymiarowe laicucha Markowa
Rozktady wektorow (Xy, , ..., Xj, ) spelniajace zaleznosé¢ P(Xo = so, ..., Xn = $n) = P(Xo = S0)Psosy - - - Psn_15n >
sa wiec wyznaczone jednoznacznie przez rozktad poczatkowy i macierz przejscia.

e Réwnanie Chapmana-Kolmogorowa
Dla wszystkich k,n > 1 oraz i,j € E pff” = ZieEpflp%.

e Rozktad zmiennej Xy nazywamy rozkladem poczatkowym. Jest on jednoznacznie wyznaczony przez
ciag (m;)iep liczb nieujemnych o sumie 1.

e Klasyfikacja stané6w Moéwimy, ze stan j jest osiagalny ze stanu ¢ jesli pg-l) > 0 dla pewnego n > 1.

Mowimy, ze sany ¢ oraz j sie komunikuja, jesli j jest osiagalny z i oraz ¢ jest osiagalny z j (mamy
przechodznioé¢!). Stan i jest nieistotny, jesli istnieje taki stan j, ze j jest osiagalny z i oraz ¢ nie jest
osiagalny z j.

Lancuch Markowa nazywamy nieprzywiedlnym, jesli wszystkie stany komunikujg sie ze soba.

e Tw. Stan j jest chwilowy (do takiego stanu wraca si¢ skoniczenie wiele razy) wtw. gdy P; < oco. Stan
J jest powracajacy (nieskonczenie) wtw. gdy P; = oo.
Pp=%> pg-?) = E(N,|Xo = j) — Sredni czas przebywania laricucha w stanie j.

o Tw. Zal. ze taricuch Markowa jest nieprzywiedlny. Wéowczas jesli jeden stan jest chwilowy, to wszystkie
sa chwilowe; jesli jeden stan jest powracajacy, to wszystkie sa powracajace (inaczej: wszystkie stany sa
tego samego rodzaju).

e Zamkniety zbior stanéw C
Zaden stan spoza tego zbioru nie da sie osiggnaé¢ wychodzac z owolnego stanu w C'. Pojedynczy stan sy,
tworzacy zbidr zamkniety nazywam stanem pochlaniajgcym.

o Tw.
Zbior stanéw tancucha Markowa mozna jednoznacznie rozbi¢ na zbiér stanéw chwilowych i nieprzywie-
dlne zamkniete zbiory stanéw powracajacych.
Kazdy stan nieistotny jest chwilowy. Jesli taiicuch Markowa jest skoriczony, réwniez kazdy stan chwilowy
jest nieistotny i oba zbiory stanéw sa réwne.
Dowadd
Dla stanu powracajacego j, j € S\T niech §; = {k : k < j}. S; jest zamknietym zbiorem stanéw
zajemnie komunikujacych sie. S, = S;, dla k € S; oraz Sy, NS; = 0 dla k ¢ (S; UT)> Zatem S\T
rozbija sie na roztgczne klasy, ktére mozemy ponumerowaé Sy, Ss. . ..

e Zal. ze P jest macierza stochastyczna. Rozklad 7 na e nazywamy stacjonarnym (niezmienniczym,
granicznym), jesli 7P = 7 (tzn. dla wszstkich jinE, Y ., mipij = ;.
Wiasnos¢ Vn > 1 nP" =7 (3_;cpmj = 1, Vjm; > 0).



‘Whniosek
Jezeli taricuch Markowa jest powracajacy, to V stanu j P(3In > 1X,, = j) = 1 niezaleznie od rozkladu
poczatkowego Xj.

Tw ergodyczne
Niech (X,,) bedzie nieprzywidlnym, nieokresowym laricuchem Markowa, dla ktorego istnieje rozkiad
stacjonarny w. Wowczas:

— (X,,) jest lancuchem powracajacym (kazdy stan jest powracalny)

— dla wszystkich 7, j € E, lim,,_s oo pl(;l) =m; >0

— rozktad stacjonarny jest jedyny (jednoznaczny) i m; = Vij, gdzie v; jest Srednim czasem powrotu
taricucha do stanu j.

Laricuch ergodyczny
Lanicuch Markowa, dla ktérego istnieja granice z punktu drugiego.

Jesli taricuch Markowa jest nieprzywiedlny, powracajacy, a wartosci oczekiwane czaséw powrotu sa skori-
czone, to istnieje rozklad stacjonarny.

Whiosek z tw. ergodycznego

Niech (X,,) bedzie laicuchem ergodycznym, A C S i va(n) oznacza Sredni czas przebywania tancuhca
Markowa w zbiorze A do momentu n tj. va(n) = 1“(X+O):J'r"1+1A(X"). Wtedy E(vq(n)|Xo = i) ="
ZjeA Tje

Dowdd

E(va(n)| X, = i) = 2 S B(LAX) X0 = 1) = 7y S s pis(m) = ¥y s Staopis(m) =
ZjeA m; poniewaz lim,,_,o pi;(n) = ;.

Powyzsze tw. ogdlniej

Niech (X,,) bedzie nieprzywiedlnym, nieokresowym laricuchem Markowa, dla ktérego istnieje rozklad
stacjonarny 7. Wtedy va(n) zdef. powyzszym wzorem spelnia zaleznosé lim,,_, v4(n) = ;.
Przyktad

P=(0 1, 1 0) — taricuch okresowy o okresie 2 i lim,,_ o poo(2n) = 1 1 lim,, o poo(2n + 1) = 0. Granica
nie istnieje, natomiast istnieja granice podciggoéw.

Rozpatrzmy 1. M. o k stanach, przy czym stany 1,...,m sa pochlaniajace. Wtedy macierz przejscia P
ma posta¢ P = (I(m)0(k —m), RQ).
Macierz A = (aij)ic{1,....k—m}.jef1,...m}» &dzie a;; = py;3 (i +m) jest p-stwem, ze tancuch wychodzacy
ze stanu chwilowego i + m zatrzyma sie w stanie pochlaniajacym j, spetia zaleznosé¢ A = (I — Q) ' R.
Tw.
Gdy (X,,)22, jest jednorodnym tancuchem Markowa to:

— dla dowolnych m,n € N i dowolnych sq,...s, € S P(X1 = s1, X2 = $4,..., Xpn = 55| X0 = s0) =

]P)(Xerl = Sl,XQ = Sgy.-.- ;Xn+m = Sn|Xm = 80) = ]P)(Xn = Sl‘Xo = 80)
— dla dowolnych m,n € N i dowolnych sg,s1 € S P(Xp4m = $1|Xm = s0) = P(X,, = 1/ X0 = s0)
— dla dowolnych m,n € N i dowolnych ig,...4m,50.--,Jn € S P(X1 = i1,..., Xin = b, Xint1 =
iy Xintn = JnlXo =10) =P(X1 =41, ., Xon = im| Xo = 10)P(X1 = J1, .., Xn = Jn| X0 = im)-

Okresem stanu j nazywamy najwieksza taka liczbe n, ze powrét do stanu j jest mozliwy tylko po liczbie
krokéw podzielnej przez n: o(j) = NWD{n : p%”
nieokresowym, jesli o(j) = 1.
Stw.
W nieprzywiedlnym .M. wszystkie stany maja ten sam okres.
Dowadd
Wezmy 2 dowolne stany 4, j, i <> j, d; = o(i), d; = o(j). Istniejg [, m takie ze p;;(l) > 0, p;s(m) > 0.
Niech n takie ze p;j(n) > 0. Wtedy p;i (I +m +n) > p;;(1)p;j(n)pji(m) > 0. Zatem d; dzieli I +m + n.
Takze p;;(1 +m) > 0, wiec d; dzieli | + m, stad d; dziel n. Zatem d; < d;j = NWD{n : p;;j(n) > 0}.
Analogicznie d; > dj = d; = dj.

> 0}. Stan nazywamy okresowym jesli o(j) > 1 i

Nieprzwiedlny taricuch Markowa (X,,) nazywamy okresowym, jesli wszystkie jego stany maja okres
wiekszy niz 1. W przeciwnym razie laiiuch nazywamy nieokresowym.



4. MODELE POPULACJI I ODDZIALYWAN MIEDZY POPULACJAMI (MODEL MALTHUSA, MODEL VERHULSTA -
ROWNANIE LOGISTYCZNE, MODEL LOTKI-VOLTERRY...)

e Modelowanie pojedynczej populacji — model Malthusa

koniec XVIII w. — praca o szybkim przyroscie liczebnosci populacji ludzkiej (,liczba ludnosci wzrasta
w tempie geometrycznym, zasoby zywnosci w tempie arytmetycznym)

opis heurystyczny: jednorodna populacja (osobniki sa identyczne), osobnik rodzi sie zdolny do roz-
rodu w dowolnym wieku (momenty rozmanzania sa roztozone jednostajnie w dowolnym przedizale
czasu), osobnik nie umiera, kazdorazowo osobnik ma A osobnikéw potomnych, wydaje je na $wiat
co 7 jednostek czasu.

rozrodezos$é: N(t + At) — N(t) = At/TAN(t), czyli N(t) = 2N(t) = rN(t) (r — wspolezynnik
rozrodzczosci) — model ciagly (N(t) = Noe™), N(t + At) = N(t)(Atr +1) = Nypg = Ny(r+ 1) —
model dyskretny (rozwiazanie Ny = Ny(1 + r)*

rozrodczo$c¢ i Smiertelnosé: jak wyzej, tylko r oznacza rozrodczo$é - §miertelnosé, jesli > 0 to liczeb-
noé$¢ poulacji roénie, jesli < 0, to zbiega do 0

model z migracjami N(t) = r, N(t) +m (wprowadzenie nowych osobnikow do siedliska jesli m > 0,
odtawienie, gdy m < 0).

e Modelowanie pojedynczej populacji — model Verhulsta (logistyczny)

heurystycznie: konkurencja wewnatrzgatunkowa o zasoby siedliska
N(t) = rN(t)—aN?(t) = rN(t)(1— %), gdzie K = r/a — pojemnosé srodowiska, a — wspotezynnik
konkurencji wenatrzgatunkowe;j
wazne do pokazania — istnienie i jednoznacznosé¢ rozwiazan (prawa strona C'), nieujemnosé (dla
No >0, N(t) > 0 dla ¢ > 0), istnienie dla wszystkich ¢t > 0 (N(¢t) < rN(t) = N(t) < Noe™, wzrost
co najwyzej wykltadniczy, monotoniczno$¢ rozwigzan, krzywa logistyczna
dyskretne réwnanie logistyczne Nyyi = (1 +7)Ny — £N2 = iNy(1 — 52) = 2401 = azy(1 — X),
stany stacjonarne z; = 0, zo = “21, gdy F(z) = = = az(l — z), pochodna a(l — 2z) = dF(z)
stabilnog¢:

* a € (0,1) dF(z1) = a — globalnie stabilny

* a € (1,3), z1 niestabilny, x5 lokalnie stabilne

*

a € (3,4) — oba rozwigzania niestabilne
*x a = 2 trzeba wyrédznic

* a = 4 — chaos (diagram bifurkacyjny — drzewo Feigenbauma, period dubling

e Modele pojedynczej populacji z uwzglednieniem wieku — macierze Lesliego

k grup wiekowych, N} - liczebno$¢ grupy wiekowej i w chwili ¢

osobniki s jednorodne w ramach kazdej grupy wiekowej

procesy rozrodczosci i §miertelnosci — jednostka czasu == jednostka zmiany wieku
N;ﬂ = stJ’?, sj — wspOlczynnik starzenia (przezywalnosci), v; = 1 — s; — umieralnosé
N = Z;'L:o 7 N¥, rj — wspotczynnik urodzer

Nip1 = M Ny, gdzie M to macierz Lesliego [ro,71,...,7%; S0y---50;...50,...,0,8x_1,0]

e Modele pojedynczej populacji z uwzglednieniem wieku — réwnanie logistyczne z opdznieniem

N(t) = rN(t)(1 — Y=Y Ny < [-7,0] — R*.

mozna rozwiazywaé¢ metoda krokéw
analiza stabilnosci — linearyzacja, potem szukamy rozwigzai w postaci wyktadniczej (z(t) = zoet)
dla réwnari réznicowych, szukamy rozwigzan w postaci potegowej IN; = No\!

réwnanie charakterystyczne dla uktadu réwnan z pojedynczym opoéznieniem 7 P(\ 4+ Q(X)e 574).

funkcja pomocnicza (F(w) = ||P(iw)||? — ||Q(iw)]|?

badamy znak dRe(\)/dr.

e Modele oddzialywan miedzy dwiema populacjami

uktad drapieznik ofiara (model Lotki-Volterry), konkurencja (gatunki rywalizuja o zasoby srodowi-
ska), symbioza (wspoélzycie >2 gatunkow): mutualizm (obie korzystaja), komensalizm (jedna strona
korzysta).

opis $rednich zageszczen obu populacji
osobniki sa rozmieszczone jednorodnie



prawo zachowania Srednich — w naturalnych siedliskach zmiany liczebnosci populacji w czasie zacho-
dza tak, ze zachowana zostaje liczebno$¢ srednia

w ekosystemie sa dwa gatunki drapiezniki i ofiary

liczba kontaktéw jest proporcjonalna do liczebno$ci obu gatunkéw

V =1V —aVP, P=—sP+abV P — r (wspolczynnik rozrodczosci), a (wspotczynnik skutecznoscu
upolowania), s (wspoélczynnik $miertelnosci), b (wspotczynnik upolowanej biomasy, ktéra gatunek
drapieznikow przeznacza na reprodukcje)

gladkos¢ prawej strony i liniowo oszacowanie pochodnej zawsze gwarantuje przedtuzalnos$é rowigzan
znajdujemy stany stacjonarne (V, P) = (0,0), (V,P) = (5, %).

model drapieznik-ofiara w oparciu o rownanie logistyczne V= rV(1— %) —aVP, P=—sP+abVP
model z kryjowkami dla ofiar V = rV — a(V — K)P, P =—sP+ ab(V — K)P, K — liczba ofiar,
ktore moga sie schowaé¢ przed drapieznikiem

model Maya — pojemnos¢ srodowiska zalezy od liczby ofiar V =V (1 — Kll), P =ryP(1— ]%V)
konkurencja zewngtrzgatunkowa + wewnatrzgatunkowa N, = ri1N1(1— % 7012%), Ny = roNo(1—
% - agl%) (z plusem przy a — symbioza

model Nicholsona-Baileya (pasozyt — gospodarz)

Twierdzenie Poincare-Bendixona

z(t) = F(z(t),y(t)), y(t) = G(z(t),y(t)). Jesli dla t > 0 trajektoria powyzszego uktadu jest ogra-
niczona, wowczas jest ona zamknieta orbita okresowa/zbiega do zamknietej orbity okresowej/jest
stanem stacjonarnym /zbiega do stanu stacjonarnego.



