
1. Centralne twierdzenia graniczne

• Intuicja
Suma du»ej liczby niezaleznych skªadników o sko«czonej wariancji, gdzie »aden skªadnik nie dominuje
ma w przyli»eniu rozkªad normalny (tªumaczy to te» wszechobecno±¢ rozkªadu N ).

• Schemat serii
Tablica zmiennych losowych postaci (Xn,rn), gdzie rn →∞, n = 1, 2, . . .. Zakªadamy, »e zmienne losowe
w ka»dym wierszu Xn,1, . . . , Xn,rn s¡ niezale»ne (dla wygody kn = n).

• Tw. Lindeberga
Zaª. »e dla ka»dego n, zmienne Xn,1, Xn,2, . . ., Xn,rn s¡ niezale»nymi zm. los. o ±redniej 0 takimi »e

∑rn
k=1

EX2
n,k →n→∞ 1. Dodatkowo zaª. »e jest speªniony war. Lindeberga

∑rn
k=1 EX2

n,k1{|Xn,k|>ε} →n→∞ 0
dla ka»dego ε > 0. Wówczas Xn,1 + . . .+Xn,rn ⇒ N (0, 1).
Dowód:

Zn =
∑n
k=1Xn,k, ϕn,k = varphiXn,k

, σ2
n,k = EX2

n,k

Pokazujemy, »e ϕZn
(t) =

∏n
k=1 ϕn,k(t)→n→∞ e−t

2/2

|ϕZn(t) − e−t
2/2| = |

∏n
k=1 ϕn,k(t)( czyli EeitXn,k)−

∏n
k=1 e

−σ2
n,kt

2/2| ≤
Rozbijamy na dwie sumy i szacujemy z góry przez skªadniki, które zbiegaj¡ do 0 przy n→∞. (dopisu-
jemy E(−itXn,k − 1 + 1

2 t
2X2

n,k) + 1− 1
2 t

2σ2
n,k = 0.

Korzystamy z nierówno±ci a1, . . . , an, b1, . . . bn ∈ C i |ai|, |bi| ≤ 1 |a1 . . . an − b1 . . . bn| ≤
∑
|ai − bi|.

• Uogólnione tw. Lindeberga
� Zaª. »e dla ka»dego n zmienne Xn,1, . . ., Xn,rn s¡ niezale»ne i caªkowalne z kwadratem. Oznaczmy
mn,k = EXn,k i przypu±¢my »e

∑rn
k=1 EXn,k →n→∞ m,

∑rn
k=1 V arXn,k →n→∞ σ2 oraz

∑rn
k=1

E(Xn,k −mn,k)21{|Xn,k−mn,k|>ε} → 0. Wówczas Xn,1 + . . .+Xn,rn ⇒ N (m,σ2).
� Zaª. »e X1, X2, . . . s¡ niezale»nymi zm. los. caªkowalnymi z kwadratem, mn := EXn, σ2

n = V arXn,
b2n =

∑n
k=1 σ

2
n. Je±li jest speªniony war. Lindeberga b−2

n

∑n
k=1 E|Xk−mk|21{|Xk−mk|>εbk} →n→∞ 0,

to X1+...+Xn−m1−...−mn

bn
⇒ N (0, 1).

• CTG � najprostsza wersja

� Niech X1, X2 . . . b¦d¡ niezale»nymi zmiennymi losowymi o tym samym rozkªadzie i niech EX = 0,
i D2X = 1. Wtedy X1+...+Xn√

n
→D N (0, 1).

� Zaª. »e X1, X2, . . . s¡ niezale»ne i maj¡ ten sam rozkªad o dodatniej wariancji. Oznaczmy m = EX1,
σ2 = V arX1. Wówczas war. Lindeberga jest speªniony i X1+...+Xn−nm√

nσ
⇒ N (0, 1).

• Tw. Berry-Esseena
Dokªadnos¢ przybli»enia w CTG o ile zaªo»ymy istnienie trzeciego momentu.

• War. Lindeberga nie jest konieczny dla zbie»no±ci rozkªadów zmiennych losowych Zn do N (0, 1) (k →∞,
n = 1, 2, . . .) np. wszystkie Xn,k w schemacie serii maj¡ rozkªady (0, σ2

n,k). Zaª., »e pierwsza zm. los. w
kolumnie ma rozkªad N (0, 1

2 ) (ten skªadnik dominuje), a pozostaªe mog¡ mie¢ równe wariancje, byle ich
suma = 1. Wtedy warunek Lindeberga nie jest speªniony, ale Zn ∼ N (0, 1).

• Warunek Lindeberga speªniony jest gdy

� X1, X2, . . . s¡ wspólnie ograniczonymi niezale»nymi zm. los. speªniaj¡cymi war.
∑n
k=1 V arXk →∞.

� Dla ka»dego n,Xn,1, . . . , Xn,rn s¡ niezale»nymi scentrowanymi i zm. los. speªniaj¡cymi warunki∑rn
k=1 EX2

n,k →n→∞ 1 oraz
∑rn
k=1 E|Xn,k|2+δ →n→∞ 0 dla pewnego δ > 0 (Stw. Lapunowa).

• Tw. de Moivre'a-Laplcae'a
Zaª. »e Xn ma rozkªad Bernoulliego z parametrami n, p. Wówczas Xn−np√

np(1−p)
⇒ N (0, 1).

• Centralne tw. graniczne pozwala bada¢ zachowanie dystrybuant sum niezale»nych zm. los. Istotnie zbie»-
no±¢ X1+...+Xn−(m1+...+mn)

bn
→ N (0, 1) jest równowa»na zbie»no±ci punktowej dystrybuant:

P (X1+...+Xn−(m1+...+mn)
bn

≤ x) → φ(x) = 1√
2π

∫ x
−∞ e−y

2/2dy.
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2. Procesy stochastyczne. Proces Wienera i jego wªasno±ci

• Proces Wienera (ruch Browna)
Matematyczny model ruchu cz¡steczki zawieszonej w cieczy. Formalnie, rodzina zmiennych losowychWt,
t ≥ 0, okre±onych na tej samej p-ni probabilistycznej (Ω,F ,P).

• Funkcja losowa
X = (Xt)t∈T , gdzie (Ω,F , P ) � przestrze« probabilistyczna, (E,B) � przestrze« mierzalna, E � prze-
strze« stanów T 6= ∅ � dowolny zbiór, Xt � zmienna losowa o warto±ciach wE.

• Nierozró»nialno±¢
Funkcje losowe X = (Xt)t∈T , Y = (Yt)t∈T s¡ nierozró»nialne, je±li P(∃t∈TXt 6= Yt) = 0.

• Proces stochastyczny
Funkcja losowa o warto±ciach w E (czyli zwykle R, czas T = R+, Z+, przedziaª w R+ lub Z+, czasem
T = R, Z) � proces stochastyczny o warto±ciach w E. Proces X jest: d-wymiarowy, gdy E = Rd; dys-
kretny, gdy T ⊂ Z+; ci¡gªy, gdy T ⊂ R+. Oznaczenie: Xt(ω) = X(t, ω), Xt = X(t).
Inaczej: Niech (Ω,F ,P) b¦dzie p-ni¡ probabilstyczn¡, (E, ε) p-ni¡ mierzaln¡, za± T jest dowolnym zbio-
rem. Procesem stochastycznym o warto±ciach w E, okre±lonym na zbiorze T , nazywamy rodzin¦ zm. los.
X = (Xt)t∈T przyjmuj¡cych warto±ci w zbiorze E.

• Trajektoria (±cie»ka)
∀ω ∈ Ω funkcja t 7→ Xt(ω), T → E.

• Niezale»ne przyrosty
Proces X = (Xt)t∈T (o warto±ciach w E) ma niezale»ne przyrosty, je±li ∀0≤t0<...<tn,tj∈TXt0 , Xt1 −
Xt0 , . . . , Xtn −Xtn−1 s¡ niezale»ne, gdzie E = Rd, T = R+ lub przedziaª.

• Stacjonarne przyrosty
Mówimy, ze proces stochastyczny (Xt)t≥0 ma przyrosty stacjonarne, je±li rozkªad Xt −Xs zale»y tylko
od t− s, czyli ∀t>s≥0Xt −Xs ∼ Xt−s −X0.

• Proces Wienera (ruch Browna) [PW] Proces W = (Wt)t∈R+
speªniaj¡cy:

� W0 = 0

� ma niezale»ne przyrosty
� ∀s < t, Wt −Ws ∼ N(0, t− s)
� ci¡gªe trajektorie z p-stwem 1 (tzn. ∃ taki zbiór A, »e P(A) = 1 oraz ∀ω ∈ A, t→Wt(ω) jest funkcj¡

ci¡gª¡ na [0,∞).

• Tw.
� Proces W = (Wt)t∈R+

o warto±ciach w Rd jest d-wymiarowym [PW] wtedy i tylko wtedy gdy:
W0 = 0, ma niezale»ne przyrosty, s < t, Wt −Ws ma rozkªad normalny ze ±redni¡ zero i macierz¡
kowariancji diagonaln¡ z t− s na przek¡tnej.

� Proces Xt, t ≥ 0 jest PW wtw. gdy speªnione s¡ warunki 1, 2, 4 oraz EXt = 0, EX2
t = 1 oraz je±li

t ≥ s, to Xt −Xs ∼ Xt−s (przyrosty stacjonarne) i EX4
t <∞ ∀t > 0.

� Proces X = (Xt)t∈R+
jest [PW] wtw. gdy jest ci¡gªy, gaussowski, EXt = 0, Cov(Xt, Xs) = t ∧ s.

Dowód

⇒ ªatwo
⇐ (1) V arX0 = 0 = EX0.
(3) Dla t > s Wt −Ws ∼ N (0, Y ), Y = V ar(Xt −Xs) = V arXt + V arXs − 2Cov(Xt, Xs) = t− s.
(2) Ustalmy 0 ≤ t0 ≤ . . . ≤ tn> Zauwa»my, »e wektor (Xt0 , Xt1 − Xt0 , Xt2 − Xt1 , . . . , Xtn −
Xtn−1

) ma rozkªad gaussowski, wi¦c jego wspóªrz¦dne s¡ niezale»ne wtw. gdy s¡ nieskorelowane.
Dla s1 ≤ s2 ≤ s3 ≤ s4: Cov(Xs1 , Xs3 − Xs2) = Cov(Xs1 , Xs3) − Cov(Xs1 − Xs2) = s1 − s1 = 0.
Cov(Xs2 −Xs1 , Xs4 −Xs3) = Cov(Xs2 −Xs4 −Xs3)− Cov(Xs1 , Xs4 −Xs3) = 0.

• d-wymiarowy proces Wienera
Proces W = (Wt)t∈R+

o warto±ciach w Rd, gdy W = (W (1), . . . ,W (d)), W (1), . . .,W (d) s¡ niezale»nymi
procesami Wienera.

• Uwaga
Rozkªad (Wt1 , . . . ,Wtn) jest okre±lony przez warto±¢ oczekiwan¡ 0 oraz macierz kowariancji, tak¡ »e
E(WtWs) = s ∧ t.
Bo: Cov(Xs, Xt) = Cov(Xs, Xt −Xs) + V arXs = s dla t ≥ s oraz t dla s ≥ t, czyli = min{s, t}.

• Lemat
Je±li X = (Xt)t∈T jest ci¡gªym procesem z wªasno±ci¡ ∀t1<...<tn(Xt1 , . . . , Xtn) ∼ (Wt1 , . . . ,Wtn), gdzie
W jest [PW], to X jest [PW].
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• Wniosek
Je±liW jest [PW], to ∀t1<...<tn(Wt1 , . . . ,Wtn) (rozkªady sko«czenie wymiarowe PW � rozkªady wektorów
losowych) ma rozkªad normalny.

• Proces gaussowski
X = (Xt)t∈T o warto±ciach w R lub Rd, gdy ∀t1<...<tn(Xt1 , . . . , Xtn) ma rozkªad gaussowski (PW, most
Browna Xt = Wt − tW1, t ∈ [0, 1]; nie s¡: W 2

t , exp(Wt).

• Fakt
Niech W = (Wt)t∈R [PW], ustalmy 0 ≤ s < t. Rozwa»my ci¡g podziaªów [s, t] taki »e s = tn0 < tn1 <
. . . , tnmn

= t, maxk(tnk+1 − tnk ) −→n→∞ 0. Wówczas
∑mn

k=1(Wtnk
−Wtnk−1) −→n→∞ t− s w L2(Ω,F , P ).

• Rozkªad sko«czenie wymiarowy funkcji losowej X
Mamy funkcj¦ losow¡ lub X = (Xt)t∈T w E. ∀n≥1∀t1,...,tn∈T . Miara probabilistyczna na E × . . .×E →
µt1,...,tn(B) = P ((Xt1 , . . . , Xtn) ∈ B) ← rozkªad sko«czenie wymiarowy procesu X, B ∈ B⊗n.

• Wniosek
PW (Wt,Ft)t jest martyngaªem.
Je±li zde�niujemy �ltracj¦ (Ft)t≥0 zale»no±ci¡ Ft = σ(Ws : s ≤ t), to otrzymamy martyngaª z czasem
ci¡gªym Wt,Ft). Martyngaªy: Wt, W 2

t − t.
• Tw.
Prawie wszystkie trajektorie PW (Wt)t∈[0,1] s¡ funkcjami nigdzie nieró»niczkowalnymi (prawie wszystkie
trajektorie maj¡ wahanie sko«czone).
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3. �a«cuchy Markowa, wªasno±ci

• Macierz P = [pij ](i,j)∈ExE nazywamy stochastyczn¡ (przej±cia), je±li pij ∈ [0, 1, ] dla wszystkich i, j ∈
E oraz

∑
j∈E pij = 1 dla ka»dego i ∈ E.

• Intuicja
�a«cuch Markowa charakteryzuje si¦ pewn¡ liczb¡ dopuszczalnych stanów i reguªami przechodzenia
pomi¦dzy nimi. Wa»ne, »e szansa znalezienia si¦ w stanie A w chwili n zale»y tylko od stanu, w jakim
byli±my w chwili n− 1 i od reguª przechodzenia.

• Zaª. »e (Ω,F ,P) jest p-ni¡ probabilistyczn¡, E (zbiór przeliczalny, przestrze« stanów), P s¡ j.w. ustalone.
�a«cuchem Markowa o warto±ciach w E i macierzy przej±cia P nazywamy ci¡g (Xn)n=0,1,... zm. los.
(okre±lonych na tej samej przestrzeni probabilistycznej) takich »e P(Xn = an|Xn = an−1, Xn−2 =
an−2, . . . , X0 = a0) = wªasno±¢ Markowa ci¡gu zmiennych losowychP(Xn = an|Xn = an)jednorodny =
panan−1 dla wszystkich a0, a1, . . ., an t. »e zdarzenie warunkuj¡ce ma dodatnie p-stwo ( gdy istnieje
macierz P = (pij)i,j∈E b¦d¡ca ∀n jego macierza przej±cia w ka»dym kroku). Równowa»nie P(Xn =
j|X0, X1, . . . , Xn−1) = P(Xn = j|Xn−1) = pXn−1j . Liczba pij jest p-stwem przej±¢ia ze stanu i do stanu
j w jednym kroku np. bª¡dzenie losowe, model dyfuzji cz¡stek.

• Bª¡dzenie losowe na prostej
Ci¡g niezale»nych zmiennych losowych (Un)∞n=0, gdzie dla n ≥ 1 P(Un = 1) = p, P(Un = −1) = 1−p, U0

� dowolna zmienna losowa o warto±ciach w E, Xn =
∑n
k=0 Uk, n = 1, 2, . . .. Ci¡g (Xn) tworzy ªa«cuch

Markowa. Intuicyjne jasne, bo Xn = Xn−1 + Un (z niezale»no±ci), P(Xn = sn|Xn−1 = sn−1, . . . , X0 =

s0) = P(Un = sn − sn−1) = P(Un=sn−sn−1,Xn−1=sn−1)
P(Xn−1=sn−1) = P(Xn = sn|Xn−1 = sn−1) (wszystkie stany

komunikuj¡ si¦).

• Rozkªad sko«czenie wymiarowe ªa«cucha Markowa
Rozkªady wektorów (Xk1 , . . . , Xkn) speªniaj¡ce zale»no±¢ P(X0 = s0, . . . , Xn = sn) = P(X0 = s0)ps0s1 . . . psn−1sn ,
s¡ wi¦c wyznaczone jednoznacznie przez rozkªad pocz¡tkowy i macierz przej±cia.

• Równanie Chapmana-Koªmogorowa
Dla wszystkich k, n ≥ 1 oraz i, j ∈ E pk+n

ij =
∑
i∈E p

k
ilp

n
lj .

• Rozkªad zmiennej X0 nazywamy rozkªadem poczatkowym. Jest on jednoznacznie wyznaczony przez
ci¡g (πi)i∈E liczb nieujemnych o sumie 1.

• Klasy�kacja stanów Mówimy, ze stan j jest osiagalny ze stanu i je±li p(n)
ij > 0 dla pewnego n ≥ 1.

Mówimy, »e sany i oraz j si¦ komunikuj¡, je±li j jest osi¡galny z i oraz i jest osi¡galny z j (mamy
przechodznio±¢!). Stan i jest nieistotny, je±li istnieje taki stan j, »e j jest osi¡galny z i oraz i nie jest
osiagalny z j.
�ancuch Markowa nazywamy nieprzywiedlnym, jesli wszystkie stany komunikuj¡ si¦ ze sob¡.

• Tw. Stan j jest chwilowy (do takiego stanu wraca si¦ sko«czenie wiele razy) wtw. gdy Pj < ∞. Stan
j jest powracaj¡cy (niesko«czenie) wtw. gdy Pj =∞.

Pj =
∑∞
n=1 p

(n)
jj = E(Nj |X0 = j) � ±redni czas przebywania ªa«cucha w stanie j.

• Tw. Zaª. »e ªa«cuch Markowa jest nieprzywiedlny. Wówczas je±li jeden stan jest chwilowy, to wszystkie
s¡ chwilowe; je±li jeden stan jest powracaj¡cy, to wszystkie sa powracaj¡ce (inaczej: wszystkie stany s¡
tego samego rodzaju).

• Zamkni¦ty zbiór stanów C
�aden stan spoza tego zbioru nie da si¦ osi¡gn¡¢ wychodz¡c z owolnego stanu w C. Pojedynczy stan sk
tworz¡cy zbiór zamkni¦ty nazywam stanem pochªaniaj¡cym.

• Tw.
Zbiór stanów ªa«cucha Markowa mo»na jednoznacznie rozbi¢ na zbiór stanów chwilowych i nieprzywie-
dlne zamkni¦te zbiory stanów powracaj¡cych.
Ka»dy stan nieistotny jest chwilowy. Je±li ªa«cuch Markowa jest sko«czony, równie» ka»dy stan chwilowy
jest nieistotny i oba zbiory stanów s¡ równe.
Dowód

Dla stanu powracaj¡cego j, j ∈ S\T niech §j = {k : k ↔ j}. Sj jest zamkni¦tym zbiorem stanów
zajemnie komunikuj¡cych si¦. Sk = Sj , dla k ∈ Sj oraz Sk ∩ Sj = ∅ dla k /∈ (Sj ∪ T )> Zatem S\T
rozbija si¦ na rozª¡czne klasy, które mo»emy ponumerowa¢ S1, S2 . . ..

• Zaª. »e P jest macierz¡ stochastyczn¡. Rozkªad π na e nazywamy stacjonarnym (niezmienniczym,
granicznym), je±li πP = π (tzn. dla wszstkich j′inE,

∑
i∈E πipij = πj .

Wªasno±¢ ∀n ≥ 1 πPn = π (
∑
j∈E πj = 1, ∀jπj ≥ 0).
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• Wniosek
Je»eli ªa«cuch Markowa jest powracaj¡cy, to ∀ stanu j P(∃n ≥ 1Xn = j) = 1 niezale»nie od rozkªadu
pocz¡tkowego X0.

• Tw ergodyczne
Niech (Xn) b¦dzie nieprzywidlnym, nieokresowym ªa«cuchem Markowa, dla którego istnieje rozkªad
stacjonarny π. Wówczas:

� (Xn) jest ªa«cuchem powracaj¡cym (ka»dy stan jest powracalny)

� dla wszystkich i, j ∈ E, limn→∞ p
(n)
ij = πj > 0

� rozkªad stacjonarny jest jedyny (jednoznaczny) i πj = 1
νj
, gdzie νj jest ±rednim czasem powrotu

ªa«cucha do stanu j.

• �a«cuch ergodyczny
�a«cuch Markowa, dla którego istniej¡ granice z punktu drugiego.

• Je±li ªa«cuch Markowa jest nieprzywiedlny, powracaj¡cy, a warto±ci oczekiwane czasów powrotu s¡ sko«-
czone, to istnieje rozkªad stacjonarny.

• Wniosek z tw. ergodycznego
Niech (Xn) b¦dzie ªa«cuchem ergodycznym, A ⊂ S i νA(n) oznacza ±redni czas przebywania ªa«cuhca
Markowa w zbiorze A do momentu n tj. νA(n) = 1a(X+0)+...+1A(Xn)

n+1 . Wtedy E(νa(n)|X0 = i) →n→∞∑
j∈A πj .

Dowód

E(νA(n)|Xo = i) = 1
n+1

∑n
m=0 E(1A|Xm)|X0 = i) = 1

n+1

∑n
m=0

∑
j∈A pij(m) =

∑
j∈A

1
n+1

∑n
m=0 pij(m)→∑

j∈A πj poniewa» limn→∞ pij(n) = πj .

• Powy»sze tw. ogólniej
Niech (Xn) b¦dzie nieprzywiedlnym, nieokresowym ªa«cuchem Markowa, dla którego istnieje rozkªad
stacjonarny π. Wtedy νA(n) zdef. powy»szym wzorem speªnia zale»no±¢ limn→∞ νA(n) = πj .

• Przykªad
P=(0 1, 1 0) � ªa«cuch okresowy o okresie 2 i limn→∞ p00(2n) = 1 i limn→∞ p00(2n + 1) = 0. Granica
nie istnieje, natomiast istniej¡ granice podci¡gów.

• Rozpatrzmy ª. M. o k stanach, przy czym stany 1, . . . ,m s¡ pochªaniaj¡ce. Wtedy macierz przej±cia P
ma posta¢ P = (I(m)0(k −m), RQ).

• Macierz A = (aij)i∈{1,...,k−m},j∈{1,...,m}, gdzie aij = p{j}(i + m) jest p-stwem, »e ªa«cuch wychodz¡cy
ze stanu chwilowego i+m zatrzyma si¦ w stanie pochªaniaj¡cym j, speªnia zale»no±¢ A = (I −Q)−1R.

• Tw.
Gdy (Xn)∞n=0 jest jednorodnym ªa«cuchem Markowa to:

� dla dowolnych m,n ∈ N i dowolnych s0, . . . sn ∈ S P(X1 = s1, X2 = sx, . . . , Xn = sn|X0 = s0) =
P(Xm+1 = s1, X2 = sx, . . . , Xn+m = sn|Xm = s0) = P(Xn = s1|X0 = s0)

� dla dowolnych m,n ∈ N i dowolnych s0, s1 ∈ S P(Xn+m = s1|Xm = s0) = P(Xn = s1|X0 = s0)

� dla dowolnych m,n ∈ N i dowolnych i0, . . . im, j0 . . . , jn ∈ S P(X1 = i1, . . . , Xm = im, Xm+1 =
j1, . . . , Xm+n = jn|X0 = i0) = P(X1 = i1, . . . , Xm = im|X0 = i0)P(X1 = j1, . . . , Xn = jn|X0 = im).

• Okresem stanu j nazywamy najwi¦ksz¡ tak¡ liczb¦ n, »e powrót do stanu j jest mo»liwy tylko po liczbie
kroków podzielnej przez n: o(j) = NWD{n : p

(n)
jj > 0}. Stan nazywamy okresowym je±li o(j) > 1 i

nieokresowym, je±li o(j) = 1.

• Stw.
W nieprzywiedlnym ª.M. wszystkie stany maj¡ ten sam okres.
Dowód

We¹my 2 dowolne stany i, j, i ↔ j, di = o(i), dj = o(j). Istniej¡ l,m takie »e pij(l) > 0, pji(m) > 0.
Niech n takie »e pij(n) > 0. Wtedy pii(l +m+ n) ≥ pij(l)pjj(n)pji(m) > 0. Zatem di dzieli l +m+ n.
Tak»e pii(l + m) > 0, wiec di dzieli l + m, st¡d di dziel n. Zatem di ≤ dj = NWD{n : pjj(n) > 0}.
Analogicznie di ≥ dj ⇒ di = dj .

• Nieprzwiedlny ªa«cuch Markowa (Xn) nazywamy okresowym, je±li wszystkie jego stany maj¡ okres
wi¦kszy ni» 1. W przeciwnym razie ªa«uch nazywamy nieokresowym.
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4. Modele populacji i oddziaªywa« mi¦dzy populacjami (model Malthusa, model Verhulsta -
równanie logistyczne, model Lotki-Volterry...)

• Modelowanie pojedynczej populacji � model Malthusa

� koniec XVIII w. � praca o szybkim przyro±cie liczebno±ci populacji ludzkiej (�liczba ludno±ci wzrasta
w tempie geometrycznym, zasoby »ywno±ci w tempie arytmetycznym)

� opis heurystyczny: jednorodna populacja (osobniki s¡ identyczne), osobnik rodzi si¦ zdolny do roz-
rodu w dowolnym wieku (momenty rozman»ania s¡ rozªo»one jednostajnie w dowolnym przedizale
czasu), osobnik nie umiera, ka»dorazowo osobnik ma λ osobników potomnych, wydaje je na ±wiat
co τ jednostek czasu.

� rozrodczo±¢: N(t + ∆t) − N(t) = ∆t/τλN(t), czyli Ṅ(t) = λ
τN(t) = rN(t) (r � wspóªczynnik

rozrodzczo±ci) � model ci¡gªy (N(t) = N0e
rt), N(t + ∆t) = N(t)(∆tr + 1) ⇒ Nt+1 = Nt(r + 1) �

model dyskretny (rozwi¡zanie Nt = N0(1 + r)t

� rozrodczo±¢ i ±miertelno±¢: jak wy»ej, tylko r oznacza rozrodczo±¢ - ±miertelno±¢, je±li > 0 to liczeb-
no±¢ poulacji ro±nie, je±li < 0, to zbiega do 0

� model z migracjami Ṅ(t) = rnN(t) +m (wprowadzenie nowych osobników do siedliska je±li m > 0,
odªawienie, gdy m < 0).

• Modelowanie pojedynczej populacji � model Verhulsta (logistyczny)

� heurystycznie: konkurencja wewn¡trzgatunkowa o zasoby siedliska

� Ṅ(t) = rN(t)−aN2(t) = rN(t)(1− N(t)
K ), gdzie K = r/a � pojemno±¢ ±rodowiska, a � wspóªczynnik

konkurencji wen¡trzgatunkowej
� wa»ne do pokazania � istnienie i jednoznaczno±¢ rozwi¡za« (prawa strona C1), nieujemno±¢ (dla
N0 ≥ 0, N(t) ≥ 0 dla t > 0), istnienie dla wszystkich t ≥ 0 (Ṅ(t) ≤ rN(t) ⇒ N(t) ≤ N0e

rt, wzrost
co najwy»ej wykªadniczy, monotoniczno±¢ rozwi¡za«, krzywa logistyczna

� dyskretne równanie logistyczne Nt+1 = (1 + r)Nt − r
KN

2
t = r̃Nt(1 − Nt

K ) ⇒ xt+1 = axt(1 − Xt),
stany stacjonarne x1 = 0, x2 = a−1

a , gdy F (x) = x = ax(1 − x), pochodna a(1 − 2x) = dF (x)
stabilno±¢:
∗ a ∈ (0, 1) dF (x1) = a � globalnie stabilny
∗ a ∈ (1, 3), x1 niestabilny, x2 lokalnie stabilne
∗ a ∈ (3, 4) � oba rozwi¡zania niestabilne
∗ a = 2 trzeba wyró¹ni¢
∗ a = 4 � chaos (diagram bifurkacyjny � drzewo Feigenbauma, period dubling

• Modele pojedynczej populacji z uwzgl¦dnieniem wieku � macierze Lesliego

� k grup wiekowych, N i
t � liczebno±¢ grupy wiekowej i w chwili t

� osobniki s¡ jednorodne w ramach ka»dej grupy wiekowej
� procesy rozrodczo±ci i ±miertelno±ci � jednostka czasu == jednostka zmiany wieku
� N t+1

j+1 = sjN
t
j , sj � wspóªczynnik starzenia (prze»ywalno±ci), γi = 1− si � umieralno±¢

� N t+1
0 =

∑n
j=0 rjN

t
j , rj � wspóªczynnik urodze«

� Nt+1 = MNt, gdzie M to macierz Lesliego [r0, r1, . . . , rk; s0, . . . , 0; . . . ; 0, . . . , 0, sk−1, 0]

• Modele pojedynczej populacji z uwzgl¦dnieniem wieku � równanie logistyczne z opó¹nieniem

� Ṅ(t) = rN(t)(1− N(t−τ
K )., N0 : [−τ, 0]→ R+.

� mo»na rozwi¡zywa¢ metod¡ kroków
� analiza stabilno±ci � linearyzacja, potem szukamy rozwi¡za« w postaci wykªadniczej (x(t) = x0e

λt)
� dla równa« ró»nicowych, szukamy rozwi¡za« w postaci pot¦gowej Nt = N0λ

t

� równanie charakterystyczne dla ukªadu równa« z pojedynczym opó¹nieniem τ P (λ+Q(λ)e−ßτλ).
� funkcja pomocnicza (F (w) = ||P (iw)||2 − ||Q(iw)||2

� badamy znak dRe(λ)/dτ .

• Modele oddziaªywa« mi¦dzy dwiema populacjami

� ukªad drapie»nik o�ara (model Lotki-Volterry), konkurencja (gatunki rywalizuj¡ o zasoby ±rodowi-
ska), symbioza (wspóª»ycie ≥2 gatunków): mutualizm (obie korzystaj¡), komensalizm (jedna strona
korzysta).

� opis ±rednich zag¦szcze« obu populacji
� osobniki s¡ rozmieszczone jednorodnie
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� prawo zachowania ±rednich � w naturalnych siedliskach zmiany liczebno±ci populacji w czasie zacho-
dz¡ tak, »e zachowana zostaje liczebno±¢ ±rednia

� w ekosystemie s¡ dwa gatunki drapie»niki i o�ary
� liczba kontaktów jest proporcjonalna do liczebno±ci obu gatunków
� V̇ = rV − aV P , Ṗ = −sP + abV P � r (wspóªczynnik rozrodczo±ci), a (wspóªczynnik skuteczno±cu

upolowania), s (wspóªczynnik ±miertelno±ci), b (wspóªczynnik upolowanej biomasy, któr¡ gatunek
drapie»ników przeznacza na reprodukcj¦)

� gªadko±¢ prawej strony i liniowo oszacowanie pochodnej zawsze gwarantuje przedªu»alno±¢ rowi¡za«
� znajdujemy stany stacjonarne (V, P ) = (0, 0), (V, P ) = ( sab ,

r
a ).

� model drapie»nik-o�ara w oparciu o równanie logistyczne V̇ = rV (1− V
K )−aV P , Ṗ = −sP +abV P

� model z kryjówkami dla o�ar V̇ = rV − a(V − K)P , Ṗ = −sP + ab(V − K)P , K � liczba o�ar,
które mog¡ si¦ schowa¢ przed drapie»nikiem

� model Maya � pojemno±¢ ±rodowiska zale»y od liczby o�ar V̇ = r1V (1− V
K1

), Ṗ = r2P (1− P
K2
V )

� konkurencja zewn¡trzgatunkowa + wewn¡trzgatunkowa Ṅ1 = r1N1(1− N1

K1
−a12

N2

K2
), Ṅ2 = r2N2(1−

N2

K2
− a21

N1

K1
) (z plusem przy a � symbioza

� model Nicholsona-Baileya (paso»yt � gospodarz)
� Twierdzenie Poincare-Bendixona
ẋ(t) = F (x(t), y(t)), ẏ(t) = G(x(t), y(t)). Je±li dla t ≥ 0 trajektoria powy»szego ukªadu jest ogra-
niczona, wówczas jest ona zamkni¦t¡ orbit¡ okresow¡/zbiega do zamkni¦tej orbity okresowej/jest
stanem stacjonarnym/zbiega do stanu stacjonarnego.
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